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第八章图论
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第八章图论

14:06 2

图论是一个古老的数学学科，有许多著名的古典问题：欧拉的七桥问题，邮递员

问题，一笔画问题，旅行商问题，四色定理（地图染色），加权图中的最短道路

等。印刷电路的布线，电子地图寻找最短道路。
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§8.1 基本概念

14:06 3

图由点和边构成，点和边是图的两个要素。

关联：边e与点vi及vj关联
vi

e2 e1

邻接点：点vi与点vj邻接 vi vj

e

定义8-1 图：设V是一个非空有限集合，E是V上的一个二元关系，则有序

二元组(V, E)，记G=(V, E)，称为图。其中V称为结点集，E称为边集。

(n,m)图：#V=n，#E=m。(n,0)零图，(1,0)平凡图。

定义

邻接边：两条边关联同一个点

孤立点：没有点与之邻接，或没有边与之关联。

孤立边：没有边与之邻接。
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定义8-3 补图：由图G的所有结点和为了使图G成为完全图所需添加的所

有边构成的图，记 。

图与补图互为补图。

G

定义8-2 完全图：任意两点都是邻接的（任意两点都有边相连）。N个结

点的完全图记为Kn。

14:14 4

完全图的边数结点数关系 m = Cn
2 = n(n-1)/2

定义

定义

2121 ),(),,(),,( EEEVGEVGEVKn ====

若将完全图的边集看作全集的话，图与补图的边集互为补集。
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定义8-6子图：G1=(V1,E1)， G2=(V2,E2)，若V2V1，E2E1，则称G2是G1的子图，

   记 G2G1。

 真子图：若V2V1，E2E1，则称G2是G1的真子图。

 生成子图：若V2=V1，E2E1，则称G2是G1的生成子图。

14:06 5

结点度：与一个点(vi)相关联的边数—— deg(vi)。

 对(n,m)图，有


=

=
n

i

i mv
1

2)deg(

定义8-4 正则图：所有的结点的度相同，称正则图。若度为d，称d次正则图。

  完全图是正则图。

生成子图

定义

定义
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定义8-5 两图同构：G1=(V1,E1)， G2=(V2,E2)，若存在一个双射

      h: V1→V2，

   使得当且仅当{vi, vj}是G1中的边时，{h(vi),h(vj)}是G2中的边，

则称G2同构与G1。

同构
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路：图G中相邻边的序列{v0,v1},{v1,v2},…,{vl-1,vl}称为v0到vl的路，边的数目
l称为路的长度。

路也可表示为：v0, v1, v2, … , vl-1, vl

开路：起点和终点不相同 v0, v1, v2, … , vl-1, vl

回路：起点和终点相同  v0, v1, v2, v3, v2, v3, … , vl , v0

环：回路上除了起点和终点外，没有相同的结点。

      v0, v1, v2, v3, … , vl , v0

真路：路上没有相同的结点。  v0, v1, v2, v3, v4

 真路必为开路。    

简单道路：路上无相同的边。 v0, v3, v1, v2, v3, v4

短程：两点间最短的道路。短程的长度称距离d(vi,vj)。

    v0, v3, v4  √   v0, v1, v2, v3, v4 ╳

v0 vlv1 v2 vl-1

v0
v1

v2

v3

vl

v0v1

v2

v3

v4

定义



浙
江
大
学
信
息
学
院
信
电
系
电
子
信
息
技
术
与
系
统
研
究
所

宋
牟
平

定理8-1：n个结点的图G中，若vi到vj有路，则其短程是一条长度l≦n-1的
真路。

证明：设vi到vj的路为

vi,vi1,vi2,…,vir,vr+1,…,vik,vik+1,…,vil-1,vj

若有相同的结点，即vir=vik，则去掉路

vir+1,vir+2,…,vik

后，路

vi,vi1,vi2,…,vir,vik+1,…,vil-1,vj

仍为vi到vj的路，只是长度较短。因此，去掉所有回路后，路上没有相同

的结点，为真路，而真路的长度必不大于n-1。若l≧n，则路上结点的数目

为l+1≧n+1，但不同的结点数只有n个，因此必有两个是相同的，与真路矛

盾。

推论：n个结点的图G中，环的长度不大于n。

14:06 8

连接性（可达的）：若vi到vj有路，称vi与vj是连通的（可达的）。

vi vjvi1 vir vik
Vik+1

Vir+1
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定义8-7 连通图与不连通图：图中任意两点都是连通的，或任意两点有路

相连，称图是连通的，否则，称不连通的。

分图：

0 1

3 2

0 1

3 2

0 1

3 2

伪图 多重图 简单图14:06 9

伪图：G=(V,E)，V有限，E是多重集。即有自回路，多重边(两点间有多条边)。

多重图：无自回路，有多重边。

简单图：无自回路，无多重边。

定义

定义
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有向图：边是有向边，即{vi,vj}是有序对，{vi,vj}≠{vj,vi}。

 集合的关系图就是一个有向图。

12
11

2

9

10

8

7
6

5

1

4

3

有权图：每一条边都指定了权。

如交通图，计算机网络，自来水管网。

有权图可用三元有序组表示：G=(V,E,f)。

f是权的集合，f=f(E)。
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§8.2 图的矩阵表示
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定义8-8 邻接矩阵：同关系矩阵。G=(V, E)，V={v1,v2,…,vn}。定义邻接矩阵

若不是有向图，则矩阵必然对称。
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定理8-2 元素 是连接vi到vj、长度为l的路的总数。

  使 的最小l为距离。

)( )(l

ij

l aAAAA == 

)( )(l

ija

0)( )( l

ija

)~(
~ 121

ij

n aAAAA == −矩阵：

的元素 为连接vi到vj的路的总数，若 为0，则无路相通。ija~ ija~

定义8-9 连接矩阵 C=A[+]A(2)[+]…[+]A(n)

   矩阵运算为布尔运算，同关系矩阵的运算。

连接矩阵可用于判断两点间的连通性和图的连通性。连接矩阵就是求传递闭包。

+ + +

矩阵相乘

0 1

3 2

1 1 11 1

1 2

2
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§ 8.4 欧拉图和哈密顿图
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欧拉图

  七桥问题：

欧拉回路：所有的边都在出现回路上，且出现一次。或从一点出发经过所有

的边，且只经过一次，然后回到起点。

欧拉图：具有欧拉回路的图。

考察一个回路，回路上所有的点都和两条边关联，即一个点的度为2，考虑

到回路上有相同的点，每个点的度应为偶数。

a

b

c

d
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av1v2v3v1v4v5v6v7v5a=av1v4v5a+v1v2v3v1+v5v6v7v5
                                     

=α[a,v1]+μ1+α[v1,v5]+μ2+α[v5,a]

 v1和v5是回路的公共结点。

a

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

μ1

μ2

α

定理8-6 欧拉定理：一个连通图G为欧拉图的充要条件是G的每一个结点

的度均为偶数。
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欧拉路：通过所有边，且只通过一次的开路。

定理8-7：连通图具有欧拉路的条件充要条件是仅有两个奇数结点，其中一

个奇数结点为起点，另一个奇数结点为终点。

证明：将两奇数结点用一条边连接起来，图的所有结点的度都成为偶数，

该图必然有一欧拉回路，再将回路中增加上去、连接两奇数结点的边去掉，

回路成为一条经过所有边的开路，即欧拉路。
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哈密顿环：经过图中所有的点，且经过一次的回路，
 该回路上所有的点都不相同，也是环。

哈密顿图：存在哈密顿环的图。

哈密顿图是否有欧拉图那样的充分必要条件？答案是不存在。

周游世界问题：将一个正十二面体看成地球，它的二十个结点看成地球上的

城市，能否找到一条旅行线路，从一个城市出发，经过每一个城市，且只经

过一次，最后回到原城市。答案是存在的。

哈密顿图
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定理8-8（必要条件）：若图G=(V,E)是哈密顿图，则对于V的任意一个非空子

集S，有

W(G-S)≦#S (剩余分图数小于删去的点数)

W(G-S)是G-S中分图的数目。

证明：设

α=v0v1v2…vn-1v0

是图G的哈密顿环，在α中删去S中的任意一个节点u1，则α- u1是一条开路，所

以W(α- u1)=1；若再删去S中的一个结点u2 ，则W(α- {u1, u2} )≤2, …，当删去S

中的第r个结点时， W(α- {u1, u2 …, ur} )≤r ，

因此当删去S中所有的结点后， W(α- S )≤#S，而α- S是G-S的一个生成子图，必

有W(G-S) ≤ W(α- S ) ，于是得到W(G-S)≦#S

v0

v1

v2

v3v4

v5

v6

u1
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定理8-9：设G是有n个结点的图，若对于图中任意不相邻的结点u和v，有

deg(u)+deg(v)≧n

则，当且仅当图G+{u,v}是哈密顿图时，图G是哈密顿图。

证明：

必要性：设G是哈密顿图，则增加一条边，不影响哈密顿环，G+{u,v}显然
是哈密顿图。

14:06 19

充分性：设G+{u,v}是哈密顿图，则存在哈密顿环

α=v0v1v2…vn-1v0

（1）若边{u,v}不在环α上，则α也是图G的哈密顿环，图G是哈密顿图。
Vj+1

v6

v0

v1

v2

v3vj

Vn-1 (u)

(v)

（2）若边{u,v}在哈密顿环上，设v0=u，v1=v，哈密顿环可写为

α=uvv2…vn-1u

 此时若存在j，使得u与vj相邻，v与vj+1相邻

α
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即图G是哈密顿图。

v0

v1

v2

v3vj

Vj+1

v6

vin (u)

(v)

使得去掉边{u,v}后，仍可重构哈密顿环

β=uvjvj-1…v2vvj+1vj+2…vn-1u

若不存在，因u与deg(u)个结点相邻，则v与deg(u)个结点不相邻，故

deg(v)≦n-1-deg(u)

  deg(v)+deg(u)≦n-1

与前提 deg(u)+deg(v)≧n 矛盾。

因此可重构哈密顿环。
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定义8-8 闭图：设G是具有n个结点的图，若对于deg(u)+deg(v)≧n的每一对

结点，均有u与v相邻接，称图G是闭图。

定理8-12 当且仅当图G的闭包Gc是哈密顿图时，图G是哈密顿图。

由于完全图是哈密顿图，因此有

推论1：若图的闭包是完全图Kn，且n≧3，则该图一定是哈密顿图。

推论2：图G=(V,E)，#V≧3，若对于任意的vV，有deg(v)≧n/2，G是哈密顿图。

推论3：图G=(V,E)，#V≧3，若对于任意不相邻结点u和v，均有

 deg(u)+deg(v)≧n

        则G是哈密顿图。

定义8-10 闭包：包含图G，且边最少的闭图Gc。

（1）图G是Gc的生成子图；

（2）Gc是闭图；

（3）若存在闭图图H，满足GH，则GGcH。
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最近邻算法：在没有经过的城镇中找最邻近的作为下一个要经过的城市。

14:06 22

流动售货员问题：找一条最短道路，走遍公司附近所有城镇，返回公

司。假定任意两城镇之间有路相通，则问题为在加权完全图中找权最小的

哈密顿环。

a

b

c d

e

14

13

11

8

12

9
7

5 6

10

a

b

c d

e

14

8

7

5 6

14+5+8+6+7=40

a

b

c d

e
9

7

5 6

10

7+6+9+5+10=37

最近邻算法给出的哈密顿环不一定是最短的，但它的运算量较小。
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§ 8.5 树

14:06 23

定义8-21 树：不含回路的连通图（n，m）。要点：不含回路，连通。

树林：不含回路的图。 要点：不含回路。

树叶：度为1的结点。

枝点：度大于1的结点。

边和点的关系：m=n-1。

定义
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生成树：若连通图G=(V,E)的生成子图TG是树，则TG称为生成树。

枝：生成树TG中的边。

弦：图G中不在TG中的边。

一个连通图的生成树可能有多棵。

树的等价定义（性质）：

（1）定理8-13： 任意两点间有唯一一条真路相连的图。

（2）m=n-1的连通图。如右图

（3）定理8-14： m=n-1、且无环的图。

（4）图连通，但删除任意一条边，图不连通。

（5）图中无回路，但在任意不相邻结点间增加一条边，产生回路。

14:06 24

定义
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11

3.5

7

8

最小生成树：加权连通图的所有生成树中，权最小的。

 城市的煤气管网，自来水管网等。

最小生成树的求法

（1）将边按权从大到小逐次删除，每删除一条边，判断一下图是否连通，
若连通则删去，若不连通则保留。

（2）将边按权从小到大排列，然后逐次选取，增加到图中。若增加后，
图产生回路则不选取。

v1

v4

v6

4
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v5

v7

v8
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6
6.5

3.5 7.5

10.5
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v4
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4
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v3

v5

v7

v8
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7

8

v1

v4

v6

4

1311

12

v2

v3

v5

v7

v8
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6
6.5
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§8.6 有向树

14:06 26

定义8-22 有向树：若有向图对应的无向图为树，且只有一个结点的进度

为0，其余结点的进度为1，称为有向树。

v0

v1 v2

v3 v4

v5 v6

v7

v8 v9
v10

一级

二级

三级

v0树根，v1,v2称一级结点，v3,v4,v5,v6,v7称二级结点，v8,v9v10称三级结点。

父亲结点，儿子结点，孙子结点，兄弟，祖先，后裔。

v0

v1 v2

v3 v4

v5 v6

v7

v8 v9
v10

根：有向树中进度为0的结点称为根。

叶：有向树中出度为0的结点称为叶。

枝点：除叶以外（出度不为0 ）的所有结点。

家谱、目录、通信的前缀码、计算机网的树形结构都是有
向树的例子。

√

╳
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二元搜索树：通过二元树的每一个结点，且只通过一次。例如搜索目录。

（1）先根通过：根v0→左子树v1→右子树v2

（2）中根通过：左子树v1→根v0→右子树v2

（3）后根通过：左子树v1→右子树v2→根v0

14:06 27

子树：有向树T的枝点v和它的所有后裔构成的结点集V，和v以下的所
有边集E构成的子图T=(V,E)，称为以v为根的子树。

v1 v2

v3 v4 v5

v6

v7

v8 v9

v0

定义8-23 m元树：每一个结点的出度都小于或等于m的树。

完全m元树：每一个枝点的出度都等于m的树。

v0

v1 v2

v3 v4

v5 v6

v7

v8 v9
v10

右图v0有两棵子树，以v1为根的左子树和以v2为根的右子树。

v0

v1
v2

先根：v0v1v3v4v6v2v5v7v8v9

 中根：v3v1v6v4v0v5v8v7v9v2

 后根：v3v6v4v1v8v9v7v5v2v0
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§8.8 平面图

15:47 28

平面图

定义8-28 平面图：能画在一个平面上，而边无任何交叉的图。

五结点完全图 三管道图

五结点完全图、三管道图是典型的非平面图。

例 印刷电路；1、2、3、4结点完全图是平面图。
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14:06 29

定理8-26 欧拉定理：若G是一连通的平面图，则

n-m+k=2

 n, m, k分别是结点数、边数、面数。

证明：m=2时，n=3，不等式成立。

欧拉定理反映了结点数、边数和面数之间的关系。（每增加一条边，
要么增加一个节点，要么增加一个面）

推论 定理8-27 在有两条或更多条边的平面（简单）图中，有

m ≦ 3n-6

m≧3时，因每个面至少有3条边围成，而每条边属于相邻的两个面，所以

 m/3≧k/2 ➔ 2m≧3k

有欧拉公式可得 k=2-n+m

代入不等式 2m≧6-3n+3m

移项得 m ≦ 3n-6
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14:06 30

若每个面至少有l条边围成，则

2m≧lk （前面： 2m≧3k ）

由欧拉公式得 2m≧l(2-n+m)= l(2-n)+lm

   l(n-2) ≧(l-2)m

   m ≦ l(n-2)/(l-2)

欧拉定理和推论都是必要条件，可用于判定一个图是非平面图。例如五结点完全图
（n=5, m=10, 10<=3*5-6=9×）和三管道图（n=6, m=9,l=4; 9<=4(6-2)/(4-2)=8 × )。

在度2结点内同构：插入或删除度为2的结点，两图能成为同构的图。



浙
江
大
学
信
息
学
院
信
电
系
电
子
信
息
技
术
与
系
统
研
究
所

宋
牟
平

14:06 31

对偶图：平面的面作为点，相邻两个面用横跨边界的边连接起来，得到图称
对偶图。可将面的染色问题转化为结点的染色问题。四色问题。

a

b

c

d

定理8-28 库氏定理：一个图是平面图的充分必要条件是没有在度2结点内
与库氏图同构的子图。库氏图是五结点完全图和三管道图。

五结点完全图 三管道图
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作业

14:06 34

4，6，15，16，19，31，33，37，45
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内容提要

14:06 35
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m = n – 1的连通图
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例题讲解

14:06 38
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End of Chapter 8
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