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第7章格和布尔代数

{}

{a} {b} {c}

{a,b} {a,c} {b,c}

{a,b,c}

l1 l2

lub(l1,l2)=l1∨l2

glb(l1,l2)=l1∧l2
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第7章格和布尔代数

09:30 2

从集合论的观点看，布尔代数是偏序关系、集合代数；

从抽象代数的观点看，布尔代数是一个代数系统；

从逻辑的观点看，布尔代数是命题演算系统；

从工程技术的观点看，布尔代数是开关代数（二值逻辑），数字电路。

布尔代数有两种方式定义：由偏序关系定义，由代数系统定义。

{}

{a} {b} {c}

{a,b} {a,c} {b,c}

{a,b,c}

l1 l2

lub(l1,l2)=l1∨l2

glb(l1,l2)=l1∧l2
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偏序集：在集合L上定义的偏序关系“≤”和集合L合称为偏序集，记<L;≤>。

这类似于代数系统的定义,对于偏序集<L;≤>有下列性质：

 对任意的 l1,l2,l3L，有

 l1≤l1      自反

 若 l1≤l2, l2≤l1,   则 l1=l2    反对称

 若 l1≤l2, l2≤l3,   则 l1≤l3    传递

§7.1 偏序集

l1 l2

lub(l1,l2)=l1∨l2

glb(l1,l2)=l1∧l2
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定义
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定义7-1 下界：设l1,l2L，若存在元素aL，满足a≤l1和a≤l2，则称a为l1和l2的下界。

 最大下界：glb=max{l1和l2的下界}，

 即设glb是l1和l2的下界，且对于任意的a  L,若a是l1和l2的下界，则 a ≤ glb。

定义7-2 上界：设l1,l2L，若存在元素aL，满足l1≤a和l2≤a，则称a为l1和l2的上界。

 最小上界：lub=min{l1和l2的上界}，

 即设lub是l1和l2的上界，且对于任意的aL, 若b是l1和l2的上界，则lub ≤ b。

定理7-1 下界和上界是不唯一的，但最大下界(glb)和最小上界(lub)是唯一的。

l1 l2

lub(l1,l2)=l1∨l2

glb(l1,l2)=l1∧l2

a2

a1
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次序图
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{}

{a} {b} {c}

{a,b} {a,c} {b,c}

{a,b,c}

最小元、最大元：设< L; ≤ >是一个偏序集，若

（1）对于任意的元素lL，存在aL，使a≦l，称a为最小元；

（2）对于任意的元素lL，存在bL，使l≦b，称a为最大元；

定理7-2 最小元和最大元有可能存在，也可能不存在，若存在，则是唯一的。

(a) 1 (b) 2
(c) 3

由次序图很容易判定两个元素的上、下界和最大下界、最小上界。

例 A={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

     1={(a,b) | a≤b,  a,bA}

     2={(a,b) | a|b,  a,bA}   a整除b

例 B={a,b,c}

     3={(s1,s2) | s1  s2, s1,s22B}
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§7.2 格及其性质
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格及其性质

定义7-4 格：< L; ≤ >是一个偏序集，若对于任意两个元素

l1,l2L，都存在最大下界和最小上界，则称该偏序集为格。

显然 l1∧l2≦l1， l1∧l2≦l2  下界

 若 l3≦l1，l3≦l2，则 l3≦l1∧l2 最大下界

√

ⅹ

l1 l2

lub(l1,l2)=l1∨l2

glb(l1,l2)=l1∧l2

记为运算：

最大下界 glb(l1,l2)=l1∧l2          称为交运算

最小上界 lub(l1,l2)=l1∨l2          称为并运算

定义

显然 l1≦l1∨l2， l2≦l1∨l2  上界

 若 l1≦l3，l2≦l3，则 l1∨l2≦l3 最小上界
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格

不是格
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（2）定理7-4 交换律 l1∨l2=l2∨l1，l1∧l2=l2∧l1

（3）定理7-5 结合律 l1∨(l2∨l3)=(l1∨l2)∨l3

                             l1∧(l2∧l3)=(l1∧l2)∧l3

（4）定理7-7 吸收律 l1∨(l1∧l2)=l1，l1∧(l1∨l2)=l1

（5）定理7-6 幂等律 l∨l=l，l∧l=l
与集合的性质一样，这些表达式都是成
对出现，若用对运算符做代换

∨ ∧， ≦  ≧

则可得到另一表达式，称对偶性原理。

格的性质
（1）定理7-3 l1∨l2=l2          l1∧l2=l1            l1≦l2

（6）定理7-8 保序性 对任意的l1,l2,l3,l4L，

  若 l1≦l3,l2≦l4

       则 l1∨l2≦l3∨l4，l1∧l2≦l3∧l4

（7）定理7-9 分配不等式 对任意的l1,l2,l3L，

   l1∨(l2∧l3) ≦ (l1∨l2)∧(l1∨l3 )

     l1∧(l2∨l3) ≧ (l1∧l2)∨(l1∧l3 )

性质
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交换性的证明： l1∨l2=l2∨l1，l1∧l2=l2∧l1

 因（上界） l1≦l2∨l1， l2≦l2∨l1

 所以(最小上界)  l1∨l2≦l2∨l1   

 又（上界） l2≦l1∨l2 ， l1≦l1∨l2

 所以(最小上界) l2∨l1≦l1∨l2    

 由反对称性：  l1∨l2=l2∨l1   
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结合律的证明： (l1∨l2)∨l3=l1∨(l2∨l3)

因(上界) l1≦l1∨(l2∨l3)，l2∨l3≦l1∨(l2∨l3)

又(上界) l2≦l2∨l3，l3≦l2∨l3

由传递性  l2≦l1∨(l2∨l3)，l3≦l1∨(l2∨l3)

   故(最小上界) l1∨l2≦l1∨(l2∨l3)，l3≦l1∨(l2∨l3)

 因此(最小上界) (l1∨l2)∨l3≦l1∨(l2∨l3)

同理可证  l1∨(l2∨l3)≦(l1∨l2)∨l3

再由反对称性 (l1∨l2)∨l3=l1∨(l2∨l3)
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保序性的证明：若 l1≦l3,l2≦l4  则l1∧l2≦l3∧l4    l1∨l2≦l3∨l4

    若  l1≦l3,l2≦l4

    则(下界) l1∧l2≦l1≦l3，l1∧l2≦l2≦l4

    故(最大下界) l3∧l4 ≧ l1∧l2

    又 l1≦l3≦l3∨l4，l2≦l4≦l3∨l4

    因此 l1∨l2≦l3∨l4
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§7.3 格是一种代数系统
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格是代数系统

格也可从代数系统的角度定义。

格的两个运算∧,∨满足多个性质，但交换律、结合律、吸收律
是最基本的，其它的性质可从这三个性质推出来。

定义7-5：设〈L;∧,∨〉是一个代数系统， ∧和∨是L上的两个二元运算，
若这两个运算满足

（1）交换律

（2）结合律

（3）吸收律

则称该代数系统为格。

因此，偏序关系(具有glb和lub) ➔ 格(代数系统，满足3个定律)，

反过来，格（代数系统） ➔ 一个偏序关系（满足任意两个元素都存在最
大下界和最小上界）

即两种定义是等价的。

l1 l2

lub(l1,l2)=l1∨l2

glb(l1,l2)=l1∧l2

定义
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证明:

设〈L;∧,∨〉是一个格(代数系统)，定义L上的关系≦：对于任意的

l1,l2L，当且仅当l1∨l2=l2时，有l1≦l2。

l1∨l2=l2          l1≦l2

2）设 l1≦l2且l2≦l1，

则 l1∨l2=l2且l1∨l2=l1。

由交换律 l1∨l2=l2∨l1，即l1=l2，

          故关系≦反对称。

1）由等幂律，对于任一lL，有l∨l=l，所以l≦l，关系≦自反。

3）设 l1≦l2且l2≦l3，

则 l1∨l2=l2且l2∨l3=l3。

由结合律 l1∨l3=l1∨(l2∨l3)=(l1∨l2)∨l3=l2∨l3=l3，

即 l1≦l3。

          故关系≦可传递。

因此关系≦是偏序关系。
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再看最大下界和最小上界。

由交换律、结合律和等幂律

l1∨(l1∨l2)=(l1∨l1)∨l2=l1∨l2

有 l1≦l1∨l2

同理 (l1∨l2)∨l2= l1∨(l2∨l2)=l1∨l2

有 l2≦l1∨l2

 l1∨l2是l1和l2的上界。

若存在元素l3L，使

l1≦l3，l2≦l3

则 l1∨l3=l3，l2∨l3=l3（关系≦定义）

因此 (l1∨l2)∨l3= l1∨(l2∨l3)=l1∨l3=l3

故 l1∨l2≦l3

即 lub(l1,l2)=l1∨l2          是最小上界。



浙
江
大
学
信
息
学
院
信
电
系
电
子
信
息
技
术
与
系
统
研
究
所

宋
牟
平

09:26 15

由吸收律 l1∨(l1∧l2)=l1，l2∨(l1∧l2)=l2

则 l1∧l2≦l1，l1∧l2≦l2

  l1∧l2是l1和l2的下界。

若存在元素l3L，使

l3≦l1，l3≦l2

则 l1 ∧ l3=l3，l2∧l3=l3（后面证明）

   l3 ∧ (l1∧l2)=(l1 ∧ l3) ∧l2

      =l3∧l2

      =l3

故 l3≦l1∧l2

即 glb(l1,l2)=l1∧l2          是最大下界
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验证： l1∨l2=l2      l1∧l2=l1    l1≦l2

 若 l1∨l2=l2

 则 l1∧(l1∨l2)=l1∧l2

 由吸收律 l1∧(l1∨l2)=l1

 故 l1∧l2=l1

这样由运算∧同样可以定义偏序关系≦：

设〈L;∧,∨〉是一个格，定义L上的关系≦：对于任意的l1,l2L，当

且仅当l1∧l2=l1时，有l1≦l2。

反之，若 l1∧l2=l1

 则 l1∨l2=(l1∧l2)∨l2=l2

 因此有 l1∨l2=l2      l1∧l2=l1
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定义7-5 子格：设〈L;∧,∨>和〈A;∧,∨〉是格，若AL，则称〈A;∧,∨〉

是〈L;∧,∨>的子格。

由于AL，∧,∨在L上满足交换律、结合律、吸收律，则在A上也同样满足。

故〈A;∧,∨〉是〈L;∧,∨>子格的条件可弱化为〈A;∧,∨〉是格〈L;∧,∨>的子代

数。

定义
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7.4 分配格和有补格
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分配格和有补格

定义7-7 分配格：若格<L;∨,∧>满足对于任意的l1,l2,l3L，有

l1∧(l2∨l3)=(l1∧l2)∨(l1∧l3)

  l1∨(l2∧l3)=(l1∨l2)∧(l1∨l3)

则称为分配格。

（a） （b）

1

a

b

0

a

b c d

e

b∧(c∨d)=b∧a=b

(b∧c)∨(b∧d)

=e∨e=e

例 〈2U;∪,∩> 是分配格。

例 图（a）是分配格，图（b）不是分配格，b,c,d不满足分配性。

l1 l2

lub(l1,l2)=l1∨l2

glb(l1,l2)=l1∧l2

定义
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定理7-11：设<L;∨,∧>是分配格，则对于任意的l1,l2,l3L，有

l1∨l2=l1∨l3，l1∧l2=l1∧l3         l2=l3

证明：设左边成立，则

l2=l2∨(l2∧l1)=l2∨(l3∧l1)=(l2∨l3)∧(l2∨l1)

        =(l2∨l3)∧(l3∨l1)=l3∨(l2∧l1)=l3∨(l3∧l1)        =l3

      若右边成立，则左边显然成立。

若格有最大元1和最小元0，则对任意的lL，有

l∨1=1; l∧1=l

  l∨0=l;  l∧0=0

对运算∨而言，0是单位元，1是零元；对运算∧而言，1是单位元，0是零元。

Ll

0ll,1ll ==

l l

定义7-8 补：设<L;∨,∧>是一个有0和1的格，则对于lL，若存在 ，使

则称 是 l 的补元。显然 和 l 互为补元，但是补元不一定唯一。

定理

定义
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例 b是d和f的补，d和f也是b的补。

e是d和f的补，d和f也是e的补。

c没有补元。

a(1)

b d
c

e f

g（0）

（a）

1

a d

0

（b）

a

b c d

e

b c

定义7-9 有补格：设<L;∨,∧>是一个有0和1的格，若L中的每一个元素都
至少有一个补元存在，则称格是有补格。

例 〈2U;∪,∩>有补格。

例 图（a）和图（b）都是

有补格。

定义
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有补分配格：若一个格既是分配格又是有补格，则称为有补分配格。

{}；0

{a} {b} {c}

{a,b} {a,c} {b,c}

{a,b,c}；1

定理7-13 补元的唯一性：有补分配格任意元素的补元是唯一的。

证明；设元素l有两个补元l 1和l 2，则

 l ∨ l 1=1; l ∧ l 1=0

   l ∨ l 2=1; l ∧ l 2=0

由此  l ∨ l 1= l ∨ l 2; l ∧ l 1= l ∧ l 2

因此（分配格定理7-11）  l 1= l 2 
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证明：方法同集合代数德摩根定律的证明

1）

2）

由补元的唯一性

111)1l()l1(

)lll()lll()ll()ll(

12

2211212121

===

=

000)0()0(

)()()()(

12

2122112121

===

=

ll

llllllllll

2121 llll =

定理7-14 对合律：

定理7-15 德摩根定律：设<L;∨,∧>是一个有补分配格，对于任意的
l1,l2L，有

 1）

 2）

ll =

2121 llll =

2121 llll =
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7.5 布尔代数
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布尔代数

定义7-10 布尔代数：有补分配格，记<B;¯,∨,∧>

性质：对于任意的x,y,zB，有

1）交换律 x∨y=y∨x 

                x∧y=y∧x

2）结合律 x∨(y∨z)=(x∨y)∨z 

                x∧(y∧z)=(x∧y)∧z

{}；0

{a} {b} {c}

{a,b} {a,c} {b,c}

{a,b,c}；1
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3）等幂律

  x∨x=x    x∧x=x

4）吸收律

  x∨(x∧y)=x  x∧(x∨y)=x

5）分配律

  x∨(y∧z)=(x∨y)∧(x∨z)

  x∧(y∨z)=(x∧y)∨(x∧z)

6）同一律  x∨0=x;  x∧1=x

7）零一律  x∨1=1;  x∧0=0

8）互补律

9）对合律

10）德摩根定律

例 集合代数〈2U;∪,∩>是布尔代数，也有10条性质。

09:26 24

1xx = 0xx =

xx =

yxyx = yxyx =
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前面所列10条性质，只有交换、分配、同一和互补是基本的，因此

可从代数系统的角度重新定义布尔代数——

Bx

1xx =0xx =

布尔代数；设B是任意集合，若在B上定义运算 ,̄∨,∧满足下面的性质
（Hangtington公理）

1）对任意的x,yB，有

x∨yB，x∧yB              封闭性（代数系统）

2）存在0B，对任意的xB，有

x∨0=x

   存在1B，对任意的xB，有

x∧1=x                     同一律

3）对任意的xB，存在

  互补律
4）对任意x,yB，有x∨y=y∨x 

      x∧y=y∧x     交换律

5） x∨(y∧z)=(x∨y)∧(x∨z)

  x∧(y∨z)=(x∧y)∨(x∧z)  分配律

则称<B; ,̄∨,∧>为布尔代数。
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子布尔代数：设<B; ,̄∧,∨>和〈A; ,̄∧,∨〉是布尔代数，若AL，则称〈A; ,̄∧,∨〉是

<B; ,̄∧,∨>的子布尔代数。

定理7-20 布尔代数的任意子代数都是它的子布尔代数。（这与子格的情况相同）
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§7.6 有限布尔代数的同构
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布尔代数的构造

布尔代数存在着类似于(半)群生成子的一些元素，所有元素都可通过它们

的运算表示出来，不同的是它所有的元素都是幂等的。

定义7-11 原子：设〈B; ,̄∧,∨>是布尔代数，若存在元素aB，满足

（1）a0

（2）对于一切的xB，有

xa=a，或 xa=0

称a为原子。

从偏序角度看

（1）a0

（2）对于非零元素x，xa=a  a≦x ；xa=0  0≦a，0≦x

 即0ax

这表明在0和原子之间无任何元素，或原子a是仅比0大的元素。

{},0

{a} {b} {c}

{a,b} {a,c} {b,c}

{a,b,c},1



浙
江
大
学
信
息
学
院
信
电
系
电
子
信
息
技
术
与
系
统
研
究
所

宋
牟
平

09:26 28

{}

{a} {b} {c}

{a,b} {a,c} {b,c}

{a,b,c}

{}

{a} {b} {c}

问题：布尔代数是否一定存在原子？
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定理7-22  有限布尔代数的原子存在性定理：设<B;¯,∧,∨>是有限布尔

代数，则对于每一非零元素xB，一定存在原子a，使xa=a（或a≦x）。

证明：

（1）若x是原子，问题已证。

（2）若x不是原子，由于x0，必存在y，使

 yxx 且 yx0

 令 yx=x1，则

 0x1x

 若x1不是原子，则必存在x2，使

 0x2x1x

 因此可以得到序列

 0…x3x2x1x

 由于B有限，必存在原子aB，使序列在a中止

 0a…x3x2x1x

0

x

x1

x2

a
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定理7-23 如果a1和a2是布尔代数<B;¯,∧,∨>的两个原子，且a1a20，则
a1=a2。

证明：因a1是原子，若a1a20，则

a1a2=a1

      因a2是原子，若a1a20，则

a1a2=a2

      所以，若a1a20， 则，a1=a2

定理7-24 布尔代数的原子表示定理：设<B;¯,∧,∨>是布尔代数，x是B的
任意非零元素，

a1,a2,a3,…,an

是B中满足ai  x的所有原子，则x可表示为

x=a1a2a3…an

证明：令 y=a1a2a3…an

      则 yx

      如能证明 yx,  则 x=y。
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若能证明

 则

 即  yx

假定

由原子存在性定理，必然存在原子aB，满足

 因此有

 然而

 故有

 即 a=0 

原子不存在，与假设矛盾。

0yx =

xyyyxy

yxyy

==

=

))(）（

)(

0yx 

yxa 

ya,xa 

yaa,xa i =

0yya =

定理7-25 唯一性定理：x的原子并表示方法是唯一的。

推论：所有原子的并等于最大元（1）。
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定理7-26：设<B;¯,,>是有限布尔代数，M代表B中所有原子的集合，则
<B;¯,,>与<2M;',∩,∪>同构。

证明：定义函数h:B→2M

h是一个双射。

对任意元素x,yB，设

x=a1a2a3…am， y=b1b2b3…bn

则 h(x)={a1,a2,a3,…,am}， h(y)={b1,b2,b3,…,bn}

 xy=a1a2a3…amb1b2b3…bn

 h(xy)={a1,a2,a3,…,am;b1,b2,b3,…,bn}=h(x)∪h(y)

09:26

32







=
=

0x}xa,Ma|a{

0x
)x(h

{},0

{a} {b} {c}

{a,b} {a,c} {b,c}

{a,b,c},1
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由分配律xy=(a1a2a3…am)(b1b2b3…bn)

    =

由原子的性质可知

故

h(xy)={c1,c2,c3,…,cl}=h(x)∩h(y)

)ba( ji

n

j

m

i








===
=

ji

jikji

ji ba0

bacba
ba

k

l

k
cyx =

因

所以

又

所以

即

满足同态方程，<B;¯,,>与<2M;‘,∩,∪>同构。

1xx =

M)x(h)x(h)xx(h ==

0xx =

== )x(h)x(h)xx(h

))x(h()x(h =
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定理7-27：有限布尔代数域的基数是2的幂(#B=2M)，域相同的布尔代数同
构。
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7.8 布尔表达式和布尔函数

09:26 35

布尔表达式

布尔表达式的递归定义：设<B; ,̄,>是布尔代数，则  B={0,α,β,1}

（1）B中的元素都是布尔表达式；      0, α, β, 1

（2）变量x1,x2,…,xn是布尔表达式；       x1, x2, …, xn

（3）若e1和e2是布尔表达式，则 e1e2，e1e2， 也是布尔表达式；

（4）只有(1),(2),(3)定义的表达式才是布尔表达式。

也称为n个变量的布尔函数，记为f(x1,x2,…,xn),与一般函数的写法相同。

21 e,e

例 <{0,α,β,1}; ,̄,> 是布尔代数，则

0α，1(αx1)       是布尔函数。2x

相等：若两个具有n个变量的布尔函数f1(x1,x2,…,xn)和f2(x1,x2,…,xn)，对n个

变量的任意赋值，有相同的值，称两布尔函数相等。

有了相等的定义后，布尔代数的所有性质都可用于布尔函数的等式变换。
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例 下表定义了布尔代数

布尔函数

等式变换运算。

 0 α β 1

0 0 α β 1

α α α 1 1

β β 1 β 1

1 1 1 1 1

 0 α β 1

0 0 0 0 0

α 0 α 0 α

β 0 0 β β

1 0 α β 1

x

0 1

α β

β α

1 0

x

)()(

)())()((

)(()()()(

)))((())(()(),(

xyx

xyx

yxxyxxyx

yxxyxxyxyxf

=

=

=

=








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最小项和最大项范式

定义7-13 最小项：布尔表达式 称为n个变量产生的最小项。

      其中

通常记 1…2n为二进制数，有2n个最
小项。

例

nxxx  21
ˆˆ

iii xxx 或=ˆ

nxxxm
n

ˆˆˆ
2121

= 





=

=
=

ii

ii

i
xx

xx

ˆ0

ˆ1


43211111 xxxxm =

43210101 xxxxm =

例
)()()()(1)( 32132133212121 xxxxxxxxxxxxxx ===
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定义7-13 最大项：





=

=
=

ii

ii

i
xx

xx

ˆ1

ˆ0


例

编号相同的最小项和最大项满足摩根定律。如

43210000
~ xxxxm =

43210010
~ xxxxm =

4321111143211111
~, xxxxmxxxxm ==

nxxxm
n

ˆˆˆ~
2121

= 

定理7-29 布尔代数<B; ,̄,>上由x1,x2,…, xn产生的每一个布尔表达式均能表示成：

最小项标准形式

最大项标准形式

系数 δ = 0, 1

（证明见书）

因系数ck唯一，范式也是唯一的。有2n个ck，而ckB，所以有 个布尔函数。

利用函数表，立即可写出布尔表达式的标准形式，再进行化简。

)(),,,(
111

00021 kkkn mcxxxf = =






)~(),,,(
111

00021 kkkn mcxxxf = =






),,,( 2121 nk fc
n

  ==

n

B 2)(#
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还可运用布尔代数的10条基本性质得到：
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作业
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3，4，12，19，25，26，34，35
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内容提要
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l1 l2

lub(l1,l2)=l1∨l2

glb(l1,l2)=l1∧l2
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{},0

{a} {b} {c}

{a,b} {a,c} {b,c}

{a,b,c},1
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例题讲解
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不是分配格
不是有补格

是分配格
不是有补格

不是分配格
是有补格
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‘
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End of Chapter 7

09:26 59


	幻灯片 1
	幻灯片 2: 第7章 格和布尔代数
	幻灯片 3: §7.1 偏序集
	幻灯片 4
	幻灯片 5
	幻灯片 6: §7.2 格及其性质
	幻灯片 7
	幻灯片 8
	幻灯片 9
	幻灯片 10
	幻灯片 11
	幻灯片 12: §7.3 格是一种代数系统
	幻灯片 13
	幻灯片 14
	幻灯片 15
	幻灯片 16
	幻灯片 17
	幻灯片 18: 7.4 分配格和有补格
	幻灯片 19
	幻灯片 20
	幻灯片 21
	幻灯片 22
	幻灯片 23: 7.5 布尔代数
	幻灯片 24
	幻灯片 25
	幻灯片 26
	幻灯片 27: §7.6 有限布尔代数的同构
	幻灯片 28
	幻灯片 29
	幻灯片 30
	幻灯片 31
	幻灯片 32
	幻灯片 33
	幻灯片 34
	幻灯片 35: 7.8 布尔表达式和布尔函数
	幻灯片 36
	幻灯片 37
	幻灯片 38
	幻灯片 39
	幻灯片 40
	幻灯片 41
	幻灯片 42: 作业
	幻灯片 43: 内容提要
	幻灯片 44
	幻灯片 45: 例题讲解
	幻灯片 46
	幻灯片 47
	幻灯片 48
	幻灯片 49
	幻灯片 50
	幻灯片 51
	幻灯片 52
	幻灯片 53
	幻灯片 54
	幻灯片 55
	幻灯片 56
	幻灯片 57
	幻灯片 58
	幻灯片 59: End of Chapter 7

