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第4章 代数系统

<2U; ’,∪,∩>  集合代数

<N;＋>，<N;×>

<I；+, >

<Z3；⊕3 ,⊙3>模3加、乘

{}；0

{a} {b} {c}

{a,b} {a,c} {b,c}

{a,b,c}；1
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第4章代数系统

下午5时16分 2

代数论由法国数学家伽罗华创立。代数系统是在集合上通过运算构造数学模型的
方法生成的，因它是一种抽象的方法，故又称为抽象代数。

 代数论的建立解决了古典数学难题：高次方程求根、倍立方、化圆为方、三
等分角和作正n边形。

集合、数理逻辑和布尔代数从代数论的角度看是同一个代数系统，三者在代数论
的基础上统一了起来。

4.1 运算

定义4-1 运算：设有非空集合A，函数f：An→A称为A上的一个n元运算，

n称为运算的阶。

函数 f：A2→A是A上的二元运算，函数 f：A→A是A上的一元运算。

例 ∪、∩：(2U)2→2U，是2U上的二元运算。

例 A={0, 1, 2, …, p-1]}    (p为正整数≥2)，则 x, yA，

 模p加法：x+y(mod p)，模p乘法：x×y(mod p)都是A上的运算。

实数域上的加、减、乘、除运算。

定义
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有时运算可以用表格来定义

+ a b

a a a

b b a

● a b

a a a

b a b

﹡ 奇 偶

奇 奇 奇

偶 奇 偶

一元运算的例子：求集合的补集，关系的逆关系，数的绝对值，矩阵的转置和逆矩阵

定义4-2 封闭性：设运算*是集合A上的一个n元运算，SA，如果对于每一个
(a1,a2,…,an)Sn，都有*(a1,a2,…,an)S，称运算*在S上封闭。

封闭性：运算f：An→B，若BA，则称运算在A上是封闭的。

定义4-3 交换性：设*是集合A上的一个二元运算，如果对于任意的a,bA，有

a*b=b*a

则称运算*在A上是可交换的。

运算的性质：

定义
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定义4-4 结合性：设*是集合A上的一个二元运算，如果对于任意的a,b,cA，有

a*(b*c)=(a*b)*c

则称运算*在A上是可结合的。

定义4-5 分配性：设*和＊是集合A上的二元运算，如果对于任意的a,b,cA，有

a*(b＊c)=(a*b) ＊(a*c)

(b＊c)*a=(b*a) ＊(c*a)

则称运算*在A上对于＊是可分配的。

例 加法+和乘法*运算在自然数域N上是封闭的、可交换的、可结合的，乘法*对

加法+是可分配的。3+5=5+3；3*5=5*3；3*(5*7)=(3*5)*7; 3*(5+7)=3*5+3*7

但减法-和除法/运算在自然数域N上是不封闭的，在实数R域上是封闭的，且

除法对减法是可分配的。

例 任意集合A的幂集2A上的∩和∪运算，是封闭的、可交换的、可结合的，∩

对∪是可分配的，∪对∩也是可分配的。

定义
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并定义（幂） a1=a

     an+1=an﹡a

 则 am﹡an=am+n   (am)n=amn

当运算﹡可结合时，可表示为

a﹡(b﹡c)=a﹡b﹡c
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单位元

左单位元：﹡是A上的二元运算，如果存在elA，使得对于所有的aA，有

el﹡a=a

称el为A上关于运算﹡的左单位元。

单位元：﹡是A上的二元运算，如果存在eA，使得对于所有的aA，有

e﹡a=a﹡e=a （既是左单位元又是右单位元）

称e为A上关于运算﹡的单位元。

+ A B

a A a

b B b

● a b

A a b

B a b

<2U; ’,∪> 中
∪A=A∪=A

右单位元：﹡是A上的二元运算，如果存在erA，使得对于所有的aA，有

a﹡er=a

称er为A上关于运算﹡的右单位元。

<2U; ’,∩> 中
U∩A=A∩ U =A

定义
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定理4-2：如A上的运算﹡同时存在左单位元el和右单位元er，则

 el=er=e

  且e是A上关于﹡的唯一单位元。

证明：设存在左单位元和右单位元，即存在el,erA，则有

el=el﹡er=er=e

若e'也是单位元，e'A，则

e'=e'﹡e=e

单位元是唯一的。
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﹡是A上的二元运算，

如果存在zlA，使得对于所有的aA，有

zl﹡a = zl

称zl为A上关于运算﹡的左零元。

+ a b

a a a

b b b

● a b

a a b

b a b

如果存在zrA，使得对于所有的aA，有

a﹡zr = zr

称zr为A上关于运算﹡的右零元。

如果存在zA，使得对于所有的aA，有

z﹡a=a﹡z=z （既是左零元又是右零元）

称z为A上关于运算﹡的零元。 <2U; ’,∩> 中
∩A=A∩=

<2U; ’,∪> 中
U∪A=A∪ U = U

定义4-7 零元：
定义
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定理4-4：如A上的运算﹡同时存在左零元zl和右零元zr，则

zl = zr = z

且z是A上关于﹡的唯一零元。

证明：设存在左零元和右零元，即存在zl, zrA，则有

zl=zl﹡zr=zr=z

若z'也是零元，z'A，则

z'=z'﹡z=z

零元是唯一的。

例 〈Z;＋〉，0是单位元，不存在零元。

〈Z;×〉，1是单位元，0是零元。
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∩运算的零元是，单位元是U。∪运算的零元是U，单位元是。

例

对运算+          对运算●

a, b是左零元，也是右单位元      a, b是左单位，也是右零元

+ a b

a a a

b b b

● a b

a a b

b a b

定义4-8 幂等元：﹡是A上的二元运算，若有元素aA，满足

a﹡a=a

称a为A上关于运算﹡的幂等元。对幂等元，有

an=a

定义



浙
江
大
学
信
息
与
电
子
工
程
学
院

电
子
宋
牟
平

下午5时26分 11

定义4-9 逆元：﹡是A上具有单位元e的运算，

对于aA，如存在al
-1A，使

al
-1﹡a=e

则称称al
-1为a的左逆元。

如果存在ar
-1A，使得

a﹡ar
-1=e

称ar
-1为a的右逆元。

如果存在a-1A，使得

a-1﹡a=a﹡a-1=e                      （既是左逆元又是右逆元）

称a-1为a的逆元。

定义
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定理4-4：设﹡是A上具有单位元e的运算，且是可结合的。如果对元素
aA，存在左逆元al

-1和右逆元ar
-1，则

al
-1=ar

-1=a-1

且a-1是a的唯一逆元。

证明：设元素a存在左逆元al
-1和右逆元ar

-1，则有

al
-1=al

-1﹡e= al
-1﹡(a﹡ar

-1)=(al
-1﹡a)﹡ar

-1=e﹡ar
-1=ar

-1

若b也是逆元，则

b=b﹡e=b﹡(a﹡a-1)=(b﹡a)﹡a-1=e﹡a-1=a-1
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单位元是唯一的；逆元是唯一的。

零元是否可以和单位元相等？

定理4-5：设﹡是A上二元的运算，且#A>1，若运算﹡有单位元e和零元z，

则e ≠ z。

 证明：设e=z，因#A>1，所以至少还存在一元素xA，x≠e，但

x=e﹡x=z﹡x=z=e

 与前设矛盾。
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代数系统

定义4-10 代数系统：非空集合和定义在该集合上的一个和多个运算所组

成的系统称为代数系统，用记号<S;O1,O2,…,On>表示。

例 <2U; ’,∪,∩>  集合代数

例 <N;＋>，<N;×>

其中S是非空集合，称为该代数系统的域，

 O1,O2,…,On为S上的运算。

定义
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代数系统的基数：非空集合的基数。

有限代数系统: 若代数系统的基数有限，称有限代数系统。

子代数系统：<S1;O>,<S2;O>为两个代数系统，若S2S1，则称<S2;O>为<S1;O>的
子代数系统，简称子代数。若S2S1，则称<S2;O>为<S1;O>的真子代数系统。

例 <N;＋>是<R;＋>的子代数。

*定义4-11 整环：若代数系统<J; +, ·>满足

 (1)交换律 对任意的i,jJ，有

i+j=j+i，i·j=j·I

 (2)结合律 对任意的i,j,kJ，有

i+(j+k)=(i+j)+k，i·(j·k)=(i·j)·k

 (3)分配律 对任意的i,j,kJ，有

i·(j+k)=(i·j)+(i·k)

 (4)单位元 存在元素0,1J，使对任意的iJ

           i+0=0+i=i，i·1=1·i=i

定义
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(5)+可逆 对任意的iJ，存在元素-iJ，

i+(-i)=(-i)+i=0

(6)削去律 若i≠0，则对于任意的j,kJ,有

i·j=i·k  ⇒  j=k

则称该代数系统为整环。

例 <I；+, >

例 <Z3；⊕3 ,⊙3>
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同态与同构

同态：V1=<S1; ·>,V2=<S2;﹡>为两个代数系统，若存在S1到S2函数h，对任

意的x1,x2S1，满足方程

h(x1·x2)=h(x1)﹡h(x2)

则称h为V1到V2的同态，V2称为V1的同态像。

例 代数系统 V1=<R;>，V2=<R;+>   

    函数 y:R→R, y=log10x。

对于任意的x1,x2R，有

y(x1x2)=log10(x1x2)=log10(x1)+log10(x2)

    满足同态方程，是V1到V2的同态。

V1
< S1;  >

V2
< S2; +>

函数h

x1

x2

x1 x2

h(x1)

h(x2)

h(x1)*h(x2)

V1 V2

h

log10(x1x2)=log10(x1)+log10(x2)

定义
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A

B

A ∩B

A’

B’

A'∪B'

S1 S2

h = ’

从上例可以看出，同态可看成一种变换，将一个代数系统变为另一个代数
系统，一个较复杂的问题转为较易解决的问题：对数尺，传输损耗，放大
倍数等。

例 摩根定律 （A∩B)'=A'∪B'



浙
江
大
学
信
息
与
电
子
工
程
学
院

电
子
宋
牟
平

下午5时15分 19

例 V1=<Z;+>，V2=<Z6;⊕6>，Z6={0,1,2,3,4,5}，⊕6是模6加。

定义函数h:Z→Z6, 对任意的iZ，有h(i)=res6(i)。

证明 h是V1到V2的同态。

证明：对任意的i,jZ,设

i=6q1+r1,   0≤r1＜6

               j=6q2+r2,   0≤r2＜6

则 i+j=6(q1+q2)+(r1+r2)

               h(i+j)=res6(i+j)=res6(r1+r2)

               res6(i)⊕6res6(j)=r1⊕6r2=res6(r1+r2)

故 res6(i+j)=res6(i)⊕6res6(j)

即 h(i+j)=h(i)⊕6h(j)
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定义4-15 设h是V1到V2的同态，V1=<S1;·>,V2=<S2;﹡>，如果

（1）h是单射，则称h为单同态；

（2）h是满射，则称h为满同态；

（3）h是双射，则称h为同构。

定理4-6    若存在代数系统V1=<S1; +1,﹡1>到V2=<S2; +2,﹡2>的满同态h，则V1具有的许多性质
可在V2中保持：

（1）交换 若+1(﹡1)可交换，则+2(﹡2)可交换；

（2）结合 若+1(﹡1)可结合，则+2(﹡2)可结合；

（3）分配 若+1对﹡1可分配，则+2对﹡2可分配；

（4）单位元 若+1(﹡1)存在单位元e，则+2(﹡2)也存在单位元h(e)；

（5）零元 若+1(﹡1)存在零元z，则+2(﹡2)也存在零元h(z)；

（6）逆元 若对运算+1(﹡1)，元素x存在逆元x-1，则对运算+2(﹡2)，元素h(x)也存在逆元h(x-1)；

V1
< S1; · >

V2
< S2; * >

函数h

定义



浙
江
大
学
信
息
与
电
子
工
程
学
院

电
子
宋
牟
平

下午5时15分 21

推论：若h是V1到V2的同构，则h的逆函数h-1是V2到V1的同构，因此称V1和V2

彼此同构。

证明：h是V1到V2的同构，则h是V1到V2的双射，其逆函数h-1则是V2到V1的双
射。又

设V1=<S1; ﹡>,V2=<S2; ·>，则对任意的y1,y2S2，必存在x1,x2S1，使

y1=h(x1)，y2=h(x2) 

故 h-1(y1·y2)=h
-1(h(x1)·h(x2))

                      =h-1(h(x1﹡x2))

                      =h-1h(x1﹡x2)

                      =x1﹡x2

                      =h-1(y1)﹡h-1(y2)

逆函数h-1也满足同态方程，是V2到V1的同构。
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两代数系统在同构的情况下，它们的运算一一对应，满足的性质完全相同，元素一

一对应，从代数论的角度看，是同一个代数系统，区别仅仅是运算符号和元素的名

称不同，一个代数系统中的理论完全可用于同构的另一代数系统，一个代数系统的

理论清楚了，所有和它同构的代数系统的问题也就清楚了。

例如集合代数、布尔代数、逻辑代数三者是同构的，在代数论的基础上统一了起来。

∪  A A' U

  A A' U

A A A U U

A' A' U A' U

U U U U U

∩ U A' A 

U U A' A 

A' A' A'  

A A  A 

    

例 V1=<{,A,A′,U};∪>，V2=<{U,A′,A,};∩>，h=′ 同构
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3(1)(4), 6, 7(1)(3)(5), 10, 12, 15, 16
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End of Chapter 4.
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