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定义3-1 函数：设有集合A、B，f是A到B的关系，如果对于每一个aA，

存在唯一的bB，使得(a,b)f，记

b=f(a)

则称关系f是A到B的一个函数，或映射（变换），记

f：A→B

函数是一种特殊的关系。

显然 Df=A，Rf  B

B称值域包。值域Rf常表示为

f(A)={b|bB，存在aA，使f(a)=b}

a也称自变量，b称函数f在a处的值。

3.1 函数

定义
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另外，从映射的角度看，a称为b的源，b称为a的像。

a1

a2

a3

a5

a4

b1

b2

b3

b4

b5

b6

函数f：A→B

RfBDf=A

注意，函数的定义有三个要点：

（1）函数是关系。

（2）像的唯一性。一个像源不能对应两个像，但一个像可以对应两个像源。

对于b1,b2B，若存在a1,a2A，使b1=f(a1)，b2=f(a2)，

 则b1≠b2必有a1≠a2，或a1=a2必有b1=b2。
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a1

a2

a3

a4

a5

b1

b2

b3

b4

b5

b6

不是函数，像不唯一。

（3）定义域中任意一个像源都有像。

a1

a2

a3

a4

a5

b1

b2

b3

b4

b5

b6

不是函数，a5没有像。



浙
江
大
学
信
息
与
电
子
工
程
学
院

电
子
系

宋
牟
平

下午3时20分 5

定义3-2 函数相等：设有两个函数f：A→B和g：C→D，若A=C，B=D，且对一

切的aA，都有f(a)=g(a)，则称 f=g。

定义3-3 扩充与限制：设有函数f：A→B和g：S→B，如果SA，且对一切的

aS，都有g(a)=f(a)，称g是f在S上的限制，f是g在A上的扩充。

例 函数g：Z→N，定义为 g(z)=2z+1

函数f： I→N，定义为 f(i)=2|i|+1

则g是函数f在Z上的限制，而f是g在I上的扩充。

A到B的所有函数构成的集合，即函数族，

BA={f | f：A→B}

 集合A到B能定义多少函数？设#A=m，#B=n，则函数的数目为   

       #(BA)=(#B)#A =nm

 集合A到B能定义多少关系？

       2#A×#B=2m×n

定义

定义
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特殊性质的函数

定义3-4 设 f：A→B

单射：若ai≠aj时，有f(ai)≠f(aj)，即f(ai)=f(aj)时，有ai=aj，则称f是单射（内

射）。

单射要求一个像，仅有唯一的像源与其对应。只有#A≤#B时，才有内射存在。

a1

a2

a3

a5

a4

b1

b2

b3

b4

b5

b6

内射

定义
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a1

a2

a3

a5

a4

b1

b2

b3

满射

满射：若f(A)=B，则称f为满射。即对任意的bB，存在aA，使b=f(a)。

只有#A≥#B时，才有满射存在。

下午3时20分 7

定义
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双射：若f 既是满射又是单射，则称f为双射。只有#A=#B时，才有双射存在。

a1

a2

a3

a5

a4

b1

b2

b3

b4

b5

双射

例 IA是A到A的双射。

例 函数f：2U→2U，f(s)=s′，是双射函数。

例 f：(2U)2→(2U)2，f(s1,s2)=(s1∪s2, s1∩s2)。

因 f(s1,s2)=(s1∪s2, s1∩s2)=(s2∪s1, s2∩s1)=f(s2,s1)，故不是内射。

因不存在(s1,s2)(2U)2，使s2∪s1=, s2∩s1=U，所以(,U)不存在像
源，f不是满射。当然不是双射。

定义
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定义3-5 复合函数：设有函数f：A→B，g：B→C，则复合关系f·g也是A到C的函

数，称为f和g的复合函数。为与一般的符合函数表示习惯一致，记gf。

 同一般的复合函数 gf(a)=g(f(a))=g(b)=c

 同复合关系 (a,b)f，(b,c)g   ⇒  (a,c)g·f

1

2

3

2

3

4

1

2

3

f
A B C

g

1

2

3

1

2
3

g·f
A C
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函数的复合也是关系的复合，因此关系复合的性质，对函数也是成立的，

例如结合律

     h(gf)=(hg)f=hgf

定义3-6 幂等函数：f：A→A，且f=f2

 显然 f=f2   ⇒   f=fn

定理3-2 单射、满射、双射与复合

（1）f和g是单射，则gf也是单射；

（2）f和g是满射，则gf也是满射；

（3）f和g是双射，则gf也是双射。

（2）的证明：对任一cC，由于g是满射，因此必存在某个bB，使得g(b)=c。

又由于f也是满射，必存在某个aA，使得f(a)=b，因此有gf(a)=g(f(a))=g(b)=c，

即对任一cC，有gf(a)=c，故gf是满射。

定义

定理
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（4）gf是单射，则f是单射，g可以不是。

（5）gf是满射，则g是满射，f可以不是。

（6）gf是双射，则f是单射，g是满射。上图就是例子。

a1

a2

a3

b1

b2

b3

c1

c2

c3

f g
b4 c4

a1

a2

a3

b1

b2

b3

c1

c2

c3

f g
b4

定理3-3 设有函数f：A→B和g：B→C，那么：
定理
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(5)的证明：gf是满射，则g是满射，f可以不是。

因gf是满射，所以对任意的cC，存在aA，使gf(a)=c。

又由复合函数的定义，必存在bB，使得gf(a)=g(f(a))=g(b)=c，即对任意的cC，

必存在bB，使g(b)=c。

从关系看，对(a,c)gf，必存在bB，使(a,b)f，(b,c)g。



浙
江
大
学
信
息
与
电
子
工
程
学
院

电
子
系

宋
牟
平

3.3 逆函数

下午3时20分 13

定义3-7 逆函数：当函数f：A→B的逆关系 同时满足函数的条件时，称为

f的逆函数，记f-1。逆函数是一个B到A的函数。逆函数存在称可逆的。

注意逆函数有两个条件：逆关系，函数。

函数条件：对任意的bB，存在唯一的aA，使(b,a)f -1，即f-1(b)=a且使f(a)=b。

要满足前述两个条件，f必须是满射，否则必存在biB，使bif(A)，逆关系不满足

函数条件。f必须是单射，否则必存在ai,ajA，ai≠aj，使f(ai)=f(aj)=b，逆关系不满

足唯一性条件。

定理：当且仅当函数f：A→B是双射函数时，有唯一的逆函数f -1：B→A存在。

定理3-4 设函数f：A→B是双射，则逆函数f-1 ：B→A也是一个双射。

定理3-5 设函数f：A→B是一个双射，则(f-1) -1=f。

定义

定理
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a1

a2

a3

b1

b2

a1

a2

a
3f  满、非单 f

~
不是函数

a1

a2

b1

b2

b3

a1

a2

f 单、非满 f
~

不是函数

a1

a2

a3

b1

b2

b3

a1

a2

a3

f 双射 1ff
~ −= 是函数
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显然，f和f-1都是双射函数，且互为逆函数。

 对恒等函数有：IA=(IA) -1

逆函数性质

(1) 定理3-5  (f -1) -1= f

(2) 定理3-6 f -1f=IA，f f -1= IB

(3) 定理3-7 设有函数f：A→B，g：B→A，

 当且仅当 gf=IA，fg=IB 时，有 g=f -1，f=g -1

(4) 定理3-8 函数f：A→B可逆，g：B→A可逆，则

(gf) -1=f -1g -1

定理
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定义3-8 左逆函数和右逆函数：设有函数f：A→B和g：B→A，若gf=IA，

即gf(a)=a，(a,a)gf，则称g是f的左逆函数，f是g的右逆函数。

定理3-9 (1) 左逆函数存在的条件：当且仅当f是单射时，f有左逆函数。

              (2) 右逆函数存在的条件：当且仅当f是满射时，f有右逆函数。

证明：

设f是A到B的函数，若f是单射，则对于任意的ai,ajA，如果ai≠aj，那么必有

f(ai)≠f(aj)。即对任意的bB，如果bf(A)，则有唯一的元素aA，使f(a)=b。

定义函数g：B→A，使得对于任意的元素bB，

若bf(A)且f(a)=b，则g(b)=a

       若bf(A)，则g(b)=a1 （对f(A)进行扩充）

于是对于任意的aA，若f(a)=b，则

gf(a)=g(f(a))=g(b)=a，即gf=IA ， f有左逆函数g

反之，若f有左逆函数g：B→A，则gf=IA。因IA是双射，故是单射。

a1

a2

a3

b1

b2

b3

f g
b4

a1

a2

a3

定义
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a1

a2

b1

b2

b3

a1

a2

f是单射，b3f(A)，定义g(b3)=a2

f g

a1

a2

a3

b1

b2

b1

b2

f 是满射

g f
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置换

置换：设A={a1,a2,…,an}是有限集合，称A到A的双射函数p()为集合A上的置换，n

称为置换的阶。

置换是A中元素的一个排列，A上不同置换的数目应为n!。









=

)a(p)a(p)a(p

aaa
P

n21

n21













=

n21

n21

aaa

aaa
P













=−

n21

n211

aaa

)a(p)a(p)a(p
P





恒等置换

逆置换

固体物理中的对称操作就是置换。
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3，4，6，9，11，14，19，21
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End of Chapter 3
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