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第2章关系

下午4时16分 2

2.1 笛卡尔积

定义2-1 有序n元组：由n个具有给定次序的元素a1，a2，…，an组成的序

列，记（ a1，a2，…，an）。

 注意: 1. (a,b,c) ≠(b,a,c)

   2. (a,a,a) ≠(a,a) ≠(a,a)

定义2-2 有序n元组相等：设（ a1，a2，…，an）和（ b1，b2，…，bn）

是两个有序n元组，若a1=b1，a2=b2，…，an=bn，则

（ a1，a2，…，an）=（ b1，b2，…，bn）

关系的概念也是最基本的。

自然界和日常生活中的事物常常是相互关联的，存在着各种各样的关系。如师生关系，同学关系，
同事关系，亲戚关系，同乡关系。自然数集N中的数满足1<2，2<3，3<4，4<5，5<6….。

定义

定义
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下午4时16分
3

也称n阶笛卡积。若Ai=A相同，可记为
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例 A1={0，2}，A2={2，3}，A3={1，4}

A1A2A3={(0,2,1),(0,2,4),(0,3,1),(0,3,4),(2,2,1),(2,2,4),(2,3,1),(2,3,4)}

 元素的数目 =  2  2  2 = 8

例 二维实数平面可以看作实数R构成的笛卡积

RR={(x,y)|,x,yR}

      (x,y)为平面上的一个点。

例子

定义2-3 笛卡尔积：设A1，A2，，An是任意集合，所有有序n元组（ a1，

a2，…，an）的集合称为A1，A2，，An的笛卡尔积，记定义
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下午4时16分 4

对二阶笛卡尔积可以证明有分配律成立

(1)     A(B∪C)= (AB)∪(AC)

          (2)     (B∩C)A= (BA)∩(CA)

          (3)     (A-B)C=(AC)-(BC)

          (4)     AC，BD    ABCD

例 三维空间可以看作实数R构成的三阶笛卡积

RRR={(x,y,z)|,x,y,zR}

(x,y,z)是空间中的一个点。

例子

性质

但交换律一般不成立

(5)     AB≠BA

书中给出了(1)的证明，（2）和（3）的证明为书中的习题。
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下午4时16分 5

*二阶笛卡积也可用文氏图表示*

如 (A∩B)(C∩D)= (AC)∩(BD)

x

y

A

B

A∩B

C D

C∩D
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2.2 关系

下午4时16分 6

自然界和日常生活中的事物存在着各种各样的关系。这些关系可以用集

合来表示。（最终要分解到0—1关系）

定义2-4 关系：n阶笛卡尔积A1A2An的任一个子集称为A1，A2，

，An上的一个n元关系。即，若

A1A2An

则是A1，A2，，An上的一个n元关系。

特别地，若n=2，称为A1 、 A2上的二元关系。

例 ρ={(x,y)| x,y R，x2+y2=1}

    ρRR，是R上的一个二元关系，是实数平面上半径为1的圆的点集。

定义

例子
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下午4时16分 7

例 设A={0,1,2,3,4,5,6,7}，定义

={(x,y)|x,yA，(x-y)可被2 整除，且(x-y)A}

                     ={(2,0),(4,0),(6,0),(4,2),(6,2),(6,4),(3,1),(5,1),(5,3),(7,1),

                            (7,3),(7,5)}

部门 姓名 性别 部门电话

水产部 史文心 男 2786

石油部 罗林 男 2482

工业部 卢依人 女 3133

石油部 秦如 女 2482

石油部 李英 男 2482

工业部 王义 男 3133

电力部 王小英 女 3025

关系也常用表格表示，如数据库中的数据。

  A1A2A3A4

        A1={水产部，石油部，工业部，电力部}

        A2={史文心，罗林，卢依人，秦如，李英，

王义，王小英}

        A3={男，女}

         A4={2786，2482，3133，3025}
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下午4时16分 8

定义2-5 A，B上的二元关系也称为A到B的二元关系，对二元关系有定义

定义域 D={a|aA，存在bB，使得(a,b)}

值域 R={b|bB，存在aA，使得(a,b)}

显然 D A， R  B

特殊
关系

空关系 =；

满关系 =A1A2An  笛卡尔积

定义

例 {2,4,6}到{2,4}的二元关系 ={(2,2),(4,2),(6,2)}的

  定义域是D= {2,4,6}；值域R=是{2}
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例 ={(2,2),(4,2),(6,2)}的逆关系为

例 工资单

上面的表格互为逆关系。由左表查某成员的工资，由右表查拿某挡工资的成员。

下午4时16分 9

定义2-6 逆关系：若是A到B的关系，则B到A的关系

称为的逆关系。

成员 工资

张扬 3000

黎明 2500

王凡 5000

)}6,2(),4,2(),2,2{(~ =

工资 成员

3000 张扬

2500 黎明

5000 王凡

}),(|),{(~  = baab

A到A的二元关系称为A上的二元关系。

对A上的二元关系，有

  恒等关系：IA = {(ai,ai) | aiA}

特殊
关系

定义

  例 IR={(x,y)|x,yR，x=y}
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下午4时16分 10

关系的表示方法

关系除了用集合的定义表示外，还可用表格、图示和矩阵表示。表格在前面已

提到，如工资单、成绩单、报名表等。图示，如家谱、目录、地图、联络图等。

矩阵，如计算机(MatLab)里存储数据。

a

b
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d
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3
4

4321
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M 

例 A={a,b,c,d}，B={1,2,3,4}



浙
江
大
学
信
息
学
院
信
电
系
电
子
信
息
技
术
与
系
统
研
究
所

宋
牟
平

下午4时16分 11

A上二元关系图

 例 A={0,1,2,3}, A上二元关系={(0,0),(0,3),(2,3),(3,2),(2,1),(2,0)}

三种（表格、图示和矩阵）关系表示方法各有特点，用于不同场合。

0 1

3 2

集合A上的关系：由集合A到A自身的关系（是A2的一个子集）。

 普遍关系：若= A2 ，用UA表示， UA ={(ai, aj) | ai, aj A}

 恒等关系：A上的恒等关系用IA表示， IA ={(ai, ai) | aiA}

特殊
二元
关系
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2.3 关系的复合

下午4时16分 12

二元关系运算

设1和2都是A到B的关系（笛卡尔积子集，集合）

（1）1∪ 2 ； （2）1 ∩ 2

（3）1 - 2 ； （4）'=(AB)-

关系运算的性质

关系是集合，集合的运算定律都适用

下面是逆运算(不是补)的性质：

（1）

（2）

（3）

（4）

 =
~~

( ) 2121  =

( ) 2121  =

( ) 2121  −=−

（5）

（6） 2121
~~  



浙
江
大
学
信
息
学
院
信
电
系
电
子
信
息
技
术
与
系
统
研
究
所

宋
牟
平

关系的复合运算

下午4时16分 13

定义2-7 复合关系：设1是一个A1到A2的关系，2是一个A2到A3的关

系，则1和2的复合关系1·2是一个A1到A3的关系，定义为当且仅当存

在某个akA2时，使得ai1ak，ak2aj时，有ai(1·2)aj。

1·2={(ai,aj) | (ai,ak)1且 (ak,aj) 2}

1

2

3

4

2

3

4

1

2

3

路径1→4→2，

2→3→1。4、3是中

间结点。
1

A1 A2 A3

2

1

2

3

4

1

2
3

1·2
A1 A3

例 A1={1,2,3,4,},  A2={2,3,4},  A3={1,2,3}

      1={(ai,ak)|ai+ak=5}={(1,4),(2,3),(3,2)}

      2={(ak,aj)|ak-aj=2}= {(3,1),(4,2)}

      1·2={(1,2),(2,1)}

A1     1     A2 2      A3   ➔  A1  1 · 2 A3

定义
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下午4时16分 14

例 选课

A={张华a1，王岳a2，陈平a3，李兰a4} 学生

B={ 软件b1,，硬件b2，自动化b3，遥感b4} 专业

C={工程制图c1，电子线路c2，操作系统c3，离散数学c4} 课程

1={(a1,b1),(a1,b3),(a2,b2),(a2,b4),(a3,b3),(a3,b4),(a4,b1),(a4,b4)}

     学生选双学位专业的情况

2={(b1,c3),(b1,c4),(b2,c2),(b2,c3),(b2,c4),(b3,c1),(b3,c2),( b4,c2),(b4,c4)}      

     本学期各专业的必修课

3=1·2       

   ={(a1,c1), (a1,c2), (a1,c3), (a1,c4), (a2,c2), (a2,c3), (a2,a4), (a3,c1), 

     (a3,c2), (a3,c4), (a4,c2), (a4,c3), (a4,a4)}

     学生本学期必修的课程
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下午4时16分 15

定理2-1 设是集合A到B的关系，则IA· =  · IB =  

定理2-2 设1是集合A1到A2的关系，2是集合A2到A3的关系， 3是集合

A3到A4的关系，则有(1 · 2 ) · 3 = 1 · (2 · 3 ) 

定理

定理



浙
江
大
学
信
息
学
院
信
电
系
电
子
信
息
技
术
与
系
统
研
究
所

宋
牟
平

用上面的方法运算比较麻烦，也很难用计算机进行。

关系矩阵与关系的运算，引入布尔运算

逻辑加+：0 + 0=0，0 + 1=1，1 + 0=1，1 + 1=1

       逻辑乘•：0 • 0=0，0 • 1=0，1 • 0=0，1 • 1=1

       逻辑非 ¯：

2.4 复合关系的关系矩阵和关系图

下午4时16分 16

01,10 ==

设 A={a1, a2, …, an}，B={b1, b2, …, bm}

       1=(rij
(1))和2=(rij

(2))是A到B的关系。

则 1∪2 = (rij
(1) ) + ( rij

(2))

       1∩2 = (rij
(1) )• ( rij

(2))

       1’   = 

       1－2= (rij
(1) ) • ( rij

(2))

)( )1(

ijr

∪

∩

′
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(1) (2)

1

( )   ( 1,2, , ;  1,2, , )
m

ik kj

k

r r i n j l
=

= = 

下午4时16分 17

设 A={a1, a2, …, an}，B={b1, b2, …, bm}，C={c1, c2, …, cl}

       1=(rij
(1))nm是A到B的关系，2=(rij

(2))ml是B到C的关系。

则 1·2 = (rij)nl =           •

与普通矩阵乘法的公式一样，只是将普通加法改为布尔加，普通乘法改为布尔乘。

定义2-8 关系矩阵与关系的复合运算

4321
4

3

2

1

2

1010

0011

1110

1100

cccc

b

b

b

b



















=

4321
4

3

2

1

1

1001

1100

1010

0101

bbbb

a

a

a

a



















=

4321
4

3

2

1

213

1110

1011

1110

1111

cccc

a

a

a

a



















==  

行标姓名，列标课程，或打印成两维表格。用计算机处理很方便。

选课的例子

定义
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n

nM M
=

下午4时16分 18

定理2-3 设1是A到B的关系，2是B到C的关系（这里的A、B和C都是有限

集），它们的关系矩阵分别为M1 、 M2 ，则复合关系的关系矩阵

     M1 2 = M1 • M2 

定理2-4 设1是A1到A2的关系，2是A2到A3的关系，…， n是An到An+1的

关系（这里的A1，A2，…，An+1都是有限集），它们的关系矩阵分别为

M1 、 M2 ，…， Mn则复合关系1 2 … n的关系矩阵

M1 2 … n = M1 • M2 • … • Mn 

定理2-5 设是有限集A上的一个具有关系矩阵M的关系，则复合关系 n的

关系矩阵

定理

定理

定理
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下午4时16分 19

A上二元关系的关系图与复合运算

0 3

1 2

0 3

1 2

 3
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2.5 关系的性质与闭包运算

下午4时16分 20

A上二元关系的性质

设是集合A上的二元关系

（1）自反与反自反、非自反：

 是自反的，否则是非自反的。

 是反自反的。

显然，自反 IA    IA∪=

      反自反   ∩ IA =  

，则称，有  ),( aaAa

，则称，有  ),( aaAa























=

10010

01101

01100

00110

00101

























=

10000

01000

00100

00010

00001

AI

从关系矩阵看，自反关系矩阵的对角线元素均为1；反自反的矩阵的对角线元素均为0 ，

例如

性质
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下午4时16分 21

从关系图上看，自反关系的所有点都有自环，例如

0 3

1 2

(2)对称、反对称、非对称

若有(a,b)，必有(b,a)，则称是对称的，否则是非对称的。

若有(a,b)和(b,a)，必有a=b，则称是反对称的。

   反对称的等价定义

  若a≠b，且(a,b)，则必有(b,a)，即(a,b)和(b,a)不能同时属于。

性质
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下午4时16分 22

 对称 























=

11010

11100

01111

10110

00101

s

 == ~~

从关系图上看，对称关系的所有关系边是双向的，反对称关系的所有关系边是单向的，
例如

0 3

1 2

1 2

4 3

0 3

1 2

对称 反对称 非对称

IA既是对称的，又是反对称的。

若关系既是对称的，又是反对称的，必有对角线外的元素都为0。

AI  ~

对称关系的关系矩阵是对称的，反对称关系的关系矩阵是反对称的，

 例如：s对称的，t是反对称的

 反对称 
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下午4时33分 23

(3)传递性

若(a,b),(b,c)，则(a,c)，称是可传递的，否则是不可传递的。

 注意：若(a,b)，但(b,c) ，则(a,c)是否满足，都不影响传递性。

 例：1={(a,b),(b,c),(a,c)}    可传递的

 2={(a,b),(a,c)} 可传递的

    3={(a,b),(b,c)} 不可传递的

性质

传递  2  

从关系图上看
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下午4时16分 24

例 A={a,b,c,d}， 1={(a,b),(c,d)}, 

 反自反、反对称、可传递

例 2={(a,b)|a≤b, a,bN}    小于等于关系

对一切的aN，必有a=a，即(a,a)2，2自反；

对任意的a,bN，若(a,b)、(b,a)2，即a≤b，b≤a，则必有a=b，2反对称；

对任意的a,b,cN，若(a,b),(b,c)2，即a≤b，b≤c，则必有a≤c，故  

  (a,c)2，2可传递。

小于等于关系是自反的、反对称的、传递的

例 3={(a,b)| a|b, a,bN}     整除关系

对一切的aN，必有a|a，即(a,a)3，自反；

对任意的a,bN，若a|b且b|a，则a=b，反对称；

对任意的a,b,cN，若a|b且b|c，则a|c，故(a,c)3，传递。

整除关系是自反、反对称、传递
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下午4时16分 25

例 判断下图关系的性质

1

32

1

32

1

32

1

32

A                          B                               C                             D

非自反的
对称的
不可传递

非自反的
反对称的
不可传递

自反的
反对称的
可传递的

反自反的
对称的
不可传递
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闭包运算

下午4时16分 26

闭包

对某一个关系，若它不具备自反、对称、传递性质中的某性质，我

们可将它扩充，增加一些元素使它具备这一性质。则增加最少元素、使

它具备这一性质的关系，称之为的具有该性质的闭包。

定义2-10 自反闭包 r() =∪IA

          对称闭包 s() =∪

      传递闭包 t() =

~

i

1i




=

定理2-6 是集合A上的一个关系，则的r() =∪IA ：

 (1) r()

 (2) r()是自反的

 (3) 对于A上任何自反关系r ，

  若  r， 则 r() r，

称r()是自反闭包。

定义

定理
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定理2-8 是集合A上的一个关系，则的t()=        ：

 (1) t()

 (2) t()是传递的

 (3) 对于A上任何传递关系t，

  若 t，则 t() t，

称t()是传递闭包

下午4时16分 27

定理2-7 是集合A上的一个关系，则的s()=∪ ：

 (1) s()

 (2) r()是是对称的

 (3) 对于A上任何对称关系s，

  若 s， 则 s() s，

称 s()是对称闭包。

~

i

1i




=

定理

定理
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下午4时16分 28

自反闭包r()=∪IA的证明。

证明：

(1)显然 ∪IA

(2) 因 IA∪IA，所以∪IA自反

(3) 对A上的任意自反关系r，有

IAr

若  r，

则 ∪IA r

故r()=∪IA是自反闭包

证明
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(3) 对A上的任意对称关系s，有

s=

若   s，则 

因此 ∪  =s

故s()=∪    是对称闭包。

下午4时16分 29

对称闭包s()=∪   的证明

证明：

(1)显然 ∪

~

~

( ) ==

s
~

~
s

~

~ ss
~

~

证明

(2)                                        对称
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下午4时16分 30

传递闭包t()=        证明

证明：

(1)显然 

i

1i




=

i

1i




=

i

1i




=

i

1i




=

i

1i




=

证明

(2) 设(a,b),(b,c)              则必存在h和k，使

(a,b)h，(b,c)k  

因此， (a,c)h+k     

(3) 设t是A上的任意一个可传递关系，且t，

则对任意 (a,b)        ，

必有 (a,b)k。

因此必存在元素 b1,b2,…, bk-1A，

使 (a,b1),(b1,b2),…,(bk-1,b) 
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下午4时16分 31

但t ，所以

(a,b1),(b1,b2),…,(bk-1,b)t     

而t是传递的，所以 (a,b)t，即

t
i

1i




=

i
n

1i


=

对#A=n，则存在k≤n，使

t()=
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2.6 等价关系

下午4时16分 32

等价关系

集合A上的关系，如果它是自反的、对称的、可传递的，则称为A上

的等价关系。

0

2

1

3 5

4

三角形的相似关系，直线间的平行关系，在一个城市“住同一条街的居

民”，都是等价关系的例子。

例 A是学生的集合，定义为当且仅当a与b住同一寝室时，(a,b)。

例 设A={0,1,2,3,4,5}，定义A上的关系

={(0,0), (1,1), (2,2), (3,3), (1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1), (3,2), 

               (4,4), (4,5), (5,4), (5,5)}
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下午4时16分 33



























110000

110000

001110

001110

001110

000001

5

4

3

2

1

0

543210

等价关系恰好把元素分成三部分：0；1、2、3；4、5。这使我们
联想到分划，彼此有关联的元素构成分划的块，这个块称为等价类。

等价类：设是集合A上的等价关系，a是A中某个元素，则A中等价
于a的所有元素的集合称为a所生成的等价类，记[a]。

[a] = {b|bA, (a,b)}

从举的例子看出等价关系定义的等价类恰好构成A的一个分划。

元素等价：设是集合A上的等价关系，若(a,b)，称a与b等价，记a=b。

上例关系的矩阵：
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下午4时16分 34

定理2-11：设是集合A上的等价关系，则等价类的集合构成A的一个分划：


A={[a]|aA}

 前例 
A={[0],[1],[4]}={{0},{1,2,3},{4,5}}

      反之，设={Ai}iK是集合A的一个分划，则存在A上的等价关系，使

是A上由导出的等价分划。

][a
Aa



][a
Aa



][a
Aa



证明：先（等价关系→分划）

(1)对一切的aA，有(a,a) ，即a[a]，所以

A

而  A

所以 A=



























110000

110000

001110

001110

001110

000001

5

4

3

2

1

0

543210
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下午4时16分 35

则    [a]∩[b]= 

否则，必存在一个元素x，使

x[a]∩[b]
有等价类的定义可知

(a,x)， (b,x)

由等价关系的对称性可知
(x,b)

由传递性可知，有
(a,x)， (x,b)

 必有
(a,b)

 即
[a]= [b]

第二部分的证明（分划→等价关系）

设 ={Ai}iK

定义关系 ρ={(a,b)| a,bAi}

(2) 由(1)可知[a]非空，

 若 [a] [b]
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下午4时16分 36

(1) 对一切的aA，有a,aAi，所以

(a,a)                           自反

(2) 若(a,b)，由的定义
a,bAi

当然
b,aAi

因此
(b,a)                           对称

(3) 若(a,b),(b,c)，则
a,bAi，b,cAi

即
a,b,cAi

所以
(a,c)                            传递
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下午4时16分 37

定义2-11 商集：A上等价关系导出的分划
A也称为A关于的商集，记

A/= {[a]|aA}

   秩： A/的基数。

*相容关系：若是自反的、对称的，称是相容关系。显然等价关系是相容关系。

显然恒等关系IA和满关系UA都是等价关系，IA对应“最细” 分划，UA

对应最粗分划。

若是等价关系，可以证明

n = 

定义
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2.7 偏序

下午4时16分 38

定义2-16 偏序关系：集合A上的一个关系，若是自反的、反对称的、可传递的，

称为偏序关系，常用符号“≤”表示。

(1) 对所有的a A，有a  a；

(2) 对所有的a，b A，若a  b且b  a ，就必有a=b；

(3) 对所有的a，b，cA，若a  b且b  c ，就必有a  c。

一个偏序的逆也是一个偏序，通常用符号“≥”表示。

例 A={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

           1={(a,b) | a≤b,  a,bA}

           2={(a,b) | a|b,  a,bA}   a整除b

例 B={a,b,c}

          3={(s1,s2) | s1  s2, s1,s22B}

定义
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下午4时16分 39

定义2-17 全序：一个集合A上的偏序，若对于所有的a，b A，有a≤b或

b≤a ，则称它为A上的一个全序。

 例，任意实数都是可比较大小，{R; ≤}。但复数{C; ≤} ？

定义2-18 良序：一个集合A上的偏序，若对于A的每一个非空子集S A，

在S中存在一个元素as（称为S的最小元素），使得对于所有的s  S，有as 

≤s ，则称它为A上的一个良序。

 例，任意自然数集都有最小数{[n1, n2]; ≤} 。

  但实数{(r1, r2); ≤} 、复数？
例

定义在实数集R上的“小于或等于”关系≤ ，是R上的偏序关系，也是
一个全序，但它不是R上的良序。例如开区间(0, 1)是R的子集，但其没
有最小元素。

定义在正整数集N上的“小于或等于”关系≤ ，是N上的偏序关系，也
是一个全序和良序。

实数集R上的小于关系“<”和大于关系“>”都不是偏序关系。
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下午4时16分 40

可以用前面讨论的关系图来表示有限集A上的偏序关系，但通常是使用次序图（Hasse图）

1. 有#A个结点，每个结点代表A的一个元素，画作一个带有元素标号的小圆圈；

2. 若结点a≠b且a≤b，则结点a出现在结点b的下面；

3. 边（线段）连接两个结点a和b： a≠b且a≤b，且不存在任何其它元素c，使得a≤c≤b；

4. 所有边的方向都是从下朝上，略去边的方向。

1

32
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下午4时16分 41
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作业

书后面的习题：

1, 3(3), 6, 12(1)(2), 15, 16, 19, 21, 34, 35, 40

下午4时16分 42
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小结

下午4时16分 43
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下午4时16分 44

t(ρ)

r()=∪IA
s()=∪ ~t()= i

1i




=
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下午4时16分 45
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例题讲解

下午4时16分 46
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下午4时16分 47
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下午4时16分 48
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