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2坡印廷功率流S(r,t)
电磁波有能量，电磁波传播时，其功率流怎么表示？

电场E的单位是V/m，磁场H的单位是A/m，E与H乘积的单位是W/m2，与功率
流密度的单位相同。
定义矢量S(r, t) ，它是E(r,t)与H(r,t)的叉积，即

显然，S(r, t) 是矢量，它具有功率流的量纲。
这个S(r, t) 是否就是我们要找的电磁功率流呢？为此我们考察它的散度

，即通量体密度, 所包含的物理意义。

因此， 具体表达式可从麦克斯韦方程得到

( ) ( ) ( ), , ,t t t= ×S r E r H r

( , )r t∇ ⋅ S

( , )r t∇ ⋅ S

( ) [ ] [ ]( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )r t r t r t r t r t r t r t∇ ⋅ = ∇ ⋅ × = ⋅ ∇× − ⋅ ∇×S E H H E E H，



3坡印廷功率流S(r,t) 表示的物理意义

而从麦克斯韦两个旋度方程，以及D=εE, B=μH可得

所以

对上式两边在体积V内作积分，并利用散度定理得到
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4坡印廷功率流S(r,t) 表示的物理意义

表示单位体积中瞬时储存的磁场能；

表示单位体积中瞬时储存的电场能。

表示源提供的功率。
负号表示源。

( ) ( ), ,
2

t tµ
⋅H r H r

( ) ( ), ,
2

t tε
⋅E r E r

( , ) ( , )t t− ⋅J r E r

V
x

y

z dS
n

上式的右边表示体积V内源提供的功率，以及V内储存能量随时间的减少率。根
据能量守恒定律，它应当等于从体积V流出的功率。
所以上式左边就表示从V流出的电磁功率，而S(r, t)就表示电磁功率流密度。
上式表示的电磁能流关系称为坡印廷定理，而矢量S(r, t)称为瞬时坡印廷矢量。

dV=dSdl

  
d

V V
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



5复数坡印廷功率流

对于时谐场，定义复数坡印廷功率流S(r)，它是复矢量E(r)与H(r)的共轭复矢
量H*(r)的叉积。

( ) ( ) ( )*≡ ×S r E r H r



6复数坡印廷定理
因为

所以

式中

we、wm分别表示时间平均电场能密度与磁场能密度，pr代表单位体积内电阻
损耗与介质损耗。
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7复数坡印廷定理

利用散度定理

式中

 表示流入闭曲面S包围的体积V内的复数坡印廷功率的实部等于体积V内
平均损耗的功率。

 当体积V内储存的磁场能与电场能的时间平均值不相等时，对于时间呈现
电性的或磁性的这部分平均净储能，需要用复数坡印廷功率流的虚部来
平衡。
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8复数坡印廷功率流

因此时间平均坡印廷功率流<S(r, t)>的计算可简化为取复数坡印廷功率流
[ E(r)×H*(r)]实部的运算。

( ) ( ) ( )
 

  0

2

  0
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∫
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( ) ( )( )1, , , Re
2

x y z t =S S r

通过复数坡印廷功率流S(r)求瞬态坡印廷功率流S(t)的时间平均值<S(t)>极
为方便



9复数坡印廷定理
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10复数坡印廷定理

( ) 2
m

1 1 ' | |
2 4
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同理可得

假设无耗媒质 ', 'ε ε µ µ= =



11复数坡印廷定理与时域坡印廷定理的关系

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
   

, d d d
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考虑无耗媒质
对时域坡印廷定理取时间平均
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

对复数坡印廷定理取实部

但由于具有虚部，复数坡印廷定理具有比时域坡印廷定理更
加丰富的物理含义。



12复数坡印廷定理vs电路中的功率

ε, µ, σ

Pin

S(r)

V

S

R C

LU

I

UC

+

_

+ _Pin

忽略介质损耗， ', 'ε ε µ µ= =

 I<->H, U<->E
 电磁数值软件（HFSS，CST）利用

坡印廷定理可以从电场和磁场中提取
电路的寄生参数；

 谐振时， We＝Wm

UI*      =   |I|2R     +     j2ω(1/2|I|2L           - 1/2|UC|2C)

( ) ( ) ( )2 2 2
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S E V j V Vσ ω µ ε− ⋅ = + −∫ ∫ ∫ ∫S r n H r E r

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1
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ω =

( ) ( ) ( )*≡ ×S r E r H r



13电磁场的几个基本原理和定理

1. 叠加定理
2. 唯一性定理
3. 镜像定理
4. 等效定理
5. 对偶定理
6. 互易定理



14叠加定理

满足叠加定理的基本条件：
如果在我们所研究的区域内及边界上，媒质的ε、µ、σ都与场强无关，即我
们处理的是线性媒质。
那么麦克斯韦方程组所描述的系统就是线性系统，滿足线性系统的叠加定理。

电磁场的叠加定理是指：
若Ei、D i、B i、H i，i从1到n，是给定边界条件下麦克斯韦方程的多个解，则

必是麦克斯韦方程在同一边界条件下的解。

1

n

i
i=
∑ D

1

n

i
i=
∑ B

1

n

i
i=
∑ H

1

n

i
i=
∑ E

0

i
i

i
i i

i vi

i

t

t
ρ

∂∇× = − ∂
∂∇× = + ∂

∇ ⋅ =
∇ ⋅ =

BE

DH J

D
B



15唯一性定理
唯一性定理要回答在什么条件下麦克斯韦方程组的解才是唯一的。
线性媒质V内的一组源通过不同的方法求解，得到产生两个不同的解(Ea, Ha)和(Eb, 
Hb) ，均满足麦氏方程组。

这两组解之差 也滿足麦氏方程组

重复类似于导出复数坡印廷定理的步骤，可得到关系

或

如果δE或δH在边界S面上为零－》方程右端为零；又由于|δE|2及|δH|2为非负数-》
δE和δH在体积V内处处为零，这说明V内的解唯一的。

如果区域V的边界S面上的电场或磁场的切向分量给定，或者在S面上的部分区域
给定E的切向分量，在S的其余表面给定H的切向分量，那么在区域V内的电磁场
是唯一确定的。

a bδ = −E E E
a bδ = −H H H





jδ ωεδ σδ∇× = +H E E jδ ωµδ∇× = −E H

( )* 2 2 2j | | | | | |δ δ ω µ δ ε δ σ δ ∇ ⋅ × = − − − E H H E E

( )* 2 2 2

   
d j | | | | d | | d

S V V
V Vδ δ ω µ δ ε δ σ δ × ⋅ = − − − ∫ ∫ ∫E H S H E E



16镜像定理

p

p'

p
m

m

p'
m

m'

电偶极子/电流及磁偶极子/磁流在理想
导体表面的镜像

镜像定理源于唯一性定理。

镜像定理：

当源靠近理想导体壁时，所产生的场

相当于原有的源和以该壁为镜面

产生的镜像一起建立的场。

镜像与原有的源共同建立的场在边界上满
足理想导体的边界条件（即切向电场为零，
法向磁场为零）。

这样求源靠近理想导体壁产生的场转化为
求原有的源与其镜像产生的场，使场的求
解大为简化。

电荷对平面理想导体壁的镜像是另一侧等
距处与原电荷大小相等、符号相反的电荷 。



17等效原理、电型源与磁型源
等效原理也源于唯一性定理。
等效原理指：在某一空间区域内，能够产生同样场的两种源，称其在

该区域内是等效的。
如果源在闭曲面S包围的体积V内，闭曲面上有切向场n0×H和E×n0，

欲求V外某一点场时，有两种处理方法：
(1)直接由V内的一次源求V外的场；
(2)按照等效原理，假设V内为零场，而在界面S上有二次源n0×H和

E×n0 ，求该二次源在V外产生的场。(惠更斯原理)
根据唯一性定理，二次源可以产生唯一的与真实源相同的场。因为它

们在界面上有相同的切向场。

等效问题原问题



18等效原理、电型源与磁型源

二次源是一种等效源，或者说是一种虚拟源。

n0×H相当于电流密度矢量，记作n0×H=Js，称为电型源。
对偶地把E×n0称为磁流密度矢量，记作Jms=E×n0，称为磁型源。

注意，这里所引进的新的波源磁流，实际上就是切向电场，这纯粹是
为了数学上的方便。但是真正的波源还是电荷和电流，因为切向电场实际
上也由电荷和电流产生的。

PEC boundary

Love’s 等效原理



19磁型源作用下的麦克斯韦方程
位移电流密度和传导电流密度与
磁场强度H的关系为

引进磁流密度后，仿此也可写出

引入磁流后，按照连续性原理，
必定有磁荷，于是有

由于旋度的散度为零，可以推出

引进磁荷和磁流后，麦克斯韦方
程组变为

jω∇× = +H J D

m jω∇× = − −E J B
m

m t
ρ−∂

∇ ⋅ =
∂

J

mρ∇ ⋅ =B

m

m

j
j

ω
ω

ρ
ρ

∇× = − −
∇× = +
∇ ⋅ =
∇ ⋅ =

E J B
H J D

D
B



20电的量和磁的量具有对偶性
电型源 磁型源

这两组方程式之间存在着明显的对应关系，如果将上两组方程式中的所
有场量和源量作如下代换

E ⇒ H E ⇒ H
H ⇒ –E H ⇒ –E
ε ⇒ µ ε ⇒ µ
µ ⇒ ε µ ⇒ ε
ρ ⇒ ρm ρm = ρ
J ⇒ Jm Jm ⇒ J

电型源方程变为磁型源方程，而磁型源方程则变为电型源方程。电型源
方程和磁型源方程式的这种对应形式称为二重性或对偶性。

j
j

/
0

ωµ
ωε

ρ ε

∇× = −
∇× = +
∇ ⋅ =
∇ ⋅ =

E H
H J E

E
H

jωρ∇ ⋅ = −J

m

m

j
j

/
0

ωε
ωµ

ρ µ

∇× =
∇× = − −
∇ ⋅ =
∇ ⋅ =

H E
E J H

H
E

m m- jωρ∇ ⋅ =J



21电和磁对偶性的应用
电磁场方程式的二重性提供了这样一种便利，
如果知道一个问题（例如电型源问题）的解就
可由对偶关系得出它的对偶问题（磁型源问题）
的解，而无需重复求解方程。

由电基本振子[图(a)]的辐射场写出磁基本振子
[图 (b)]的辐射场可作为二重性应用的简单例子。
引入磁流、磁荷概念后，这两种基本辐射单元
极其相似。
电基本振子天线表面上有交变电流，在天线的
两端电流为零，而有电荷的堆积，电流和电荷
之间满足连续性方程。
作为实际可行的磁振子的裂缝天线，其口径上
有切向电场，相当于磁流密度，在裂缝的两端
切向电场为零，即磁流为零，因而裂缝的两端
也相当于磁荷的堆积。

(a) (b)
电振子与磁振子的对偶

(a) 电振子 (b) 磁振子（裂缝）



22互易定理
电磁互易定理反映两组不同的场源之间的影响和响应关系。

考虑同一线性介质中的两组频率相同的源Ja、 和Jb、 。我们用Ea、

Ha表示源a产生的场，用Eb、Hb表示源b产生的场。利用麦式方程组的两个旋
度方程得到

m
aJ m

bJ

( )a b b a a b b a b a a b
m m−∇ ⋅ × − × = ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅E H E H E J H J E J H J

( )
( )

a b b a

S

a b b a b a a b
m mV

d

dV

− × − × ⋅ =

⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅

∫
∫

E H E H S

E J H J E J H J



在体积V上积分，利用散度定理

S趋向无穷远，S面上电磁场成为横电磁波（TEM）平面波，具有

( ) ( )a b a b b a b a
m mV V

dV dV⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅∫ ∫E J H J E J H J

V

dS
n

S

, , ,a a b b
m mJ J J J

ˆ a
a

η
×

=
n EH

ˆ b
b

η
×

=
n EH
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( ) ( )

[ ]{ }

1 ˆ ˆ

1 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )

0

a b b a

a b b a

a b a b b a b a

η

η

× − ×

 = × × − × × 

= ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

=

E H E H

E r E E r E

E E r E r E E E r E r E

V

dS
n

S

, , ,a a b b
m mJ J J J
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左右两式的量纲为瓦，但并不表示功率，表示反应（reaction）。

场a对于源b的反应

场b对于源a的反应

于是互易定理用反应可表示为 , ,a b b a=

( ) ( )a b a b b a b a
m mV V

dV dV⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅∫ ∫E J H J E J H J

( ), a b a b
mV

a b dV= ⋅ − ⋅∫ E J H J

( ), b a b a
mV

b a dV= ⋅ − ⋅∫ E J H J
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( ) ( )a b a b b a b a
m mV V

dV dV⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅∫ ∫E J H J E J H J

在线性和各向同性的媒质中，如果互换源点和观察点的位置而不改变源量，
则在新观察点的场就等于互换前在原观察点的场

如果空间中只包含两个单位点源

( ) ( )0 0,a b
a bδ δ= − = −J x r r J x r r

( ) ( )a b
x b x a=E r E r

根据互易定理可得

Ja(ra)

Jb(rb)
Eb(ra)

Ea(rb)

ra rb

0

互易定理的应用
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互易定理在电路中的应用

aa ab

ba bb

z z
z z

 
 
 

Ia Ua

+

-
lb IbUb

+

-

aa ab

ba bb

z z
z z

 
 
 

la

( ) ( )a b b a

V V
dV dV⋅ = ⋅∫ ∫E J E J

b a a bI U I U− = −
(when =0)

(when =0)

a b
ba

a

b a
ab

b

U Iz
I

U Iz
I

 =

 =


根据网络Z参数的定义

a b

a b

U U
I I

=

zab= zba

dV=dSdl ( )
V

S l

dV ds dl I U⋅ = ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫E J J E

互易网络 = 对称Z矩阵

ds

dl
E

J +

_
V

Ea EbJa Jb
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复习要点

– 坡印廷定理反映电磁运动符合能量守恒定律。
– 只要媒质是线性的，电磁场滿足叠加定理。只要边界面上切向场

量给定，边界内的场是唯一的，这就是唯一性定理。由唯一性定
理可得出镜像定理与等效原理。引入虚拟的磁流与磁荷后，麦克
斯韦方程可分为电型源激励的与磁型源激励的方程，它们具有对
偶性，这就是电磁对偶定理。互易定理反映彼此独立的场与源之

间的响应。

复习范围: 3.5，3.6，3.7
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