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第10讲
4.4 有耗介质中的平面波
4.5 色散与群速
4.6.1 各向异性介质中ε、μ的并矢表示

作业：4.12,4.14



2有耗介质(导电介质)中的平面波
波在传播方向幅度按指数衰减，即波传播的方向与衰減的方向一致

分析方法：
导电介质中电导率σ为有限值，可用复数介电系数表示

jσε ε
ω

= −



3复介电系数
对于电导率为σ的各向同性导体

安培全电流定律的微分形式为

将D=εE，Jc=σE代入安培全电流定律描述的方程，得到

定义复介电常数， ，其虚部就表示介质电导率的影响

引入复介电常数后，麦克斯韦方程为

所以引入复介电常数后有耗介质中麦氏方程与无耗介质中相同

c σ=J E

cjω∇× = +H D J

( )j jσω ε
ω

∇× = −H E

jωµ∇× = −E H
jωε∇× =H E

0∇⋅ =H
0∇⋅ =E

jσε ε
ω

= −



4有耗介质中波方程及其解

其解也是平面波，如在特定坐标系下，使得E、H、k 都只有一个分量，便得
到

η为导电介质的波阻抗。因为 是复数，所以导电介质中k,η都是复数。

定义

jωµ∇× = −E H
jωε∇× =H E

2 2( ) 0k∇ + =E 2 2k ω µε= 

0 0
jkzE e−=E x 0

0
jkzE e

η
−=H y

ε~
µη =

1 r ik j k jkσω µε
ωε

 = − = − 
 

ε

ϕηη je||=

σ
ωε


⇒



1j jσ σε ε ε
ω εω

 = − = − 
 



z
x

y

称为导电介质的损耗正切。

复数



5有耗介质中平面波解的特点

r ijk k k= −

j| | e ϕη η=

i rj j0
0 e e

| |
k z k zE e ϕ

η
− − −=H y

j
0 0

j0
0

e

e

kz

kz

E
E
η

−

−

 =



=


E x

H y

i rj
0 0e ek z k zE − −=E x

i
0 re cos( )k z

xE E t k zω−= −

p r/v kω=

p i1/d k=

有耗介质中

将复数形式的k、η代入E、H表达式

E的瞬时值为

z方向传播的速度

随着波向+z方向传播，幅度则按指数规律衰减，ki（奈培/米）。当
kiz=kidp=1时，场幅度衰减到z=0处的1/e。定义穿透深度dp

z
x

y



6有耗介质中平面波解的特点

 复数坡印廷功率流S(r)

( ) ( ) ( ) i

2
2* 0

0 | |
k z jEz z z e e ϕ

η
−= × =S E H z

( ) i

2
20

0
1( , ) Re cos
2 | |

k zE
z t z e ϕ

η
−= =  S S z

时间平均坡印廷功率流



7有耗介质中波的传播



8电导率对波传播的影响

r i1 1 1 j
2

k j j j k kσ σ σω µε ω µε ω µε
ωε ωε ωε

   = − = − ≈ − = −   
   

rk ω µε=

i 2
k σ µ

ε
=

1 2
p

i

d
k

ε
σ µ

= =

1、电导率很小的介质，其σ/ωε<<1

因此在电导率很小的介质中，波以传播常数kr沿正z方向传播，
其幅度不断衰减，衰减速率为ki（N/m），每行进dp距离，波
衰减到1/e 。

传播常数

衰减速率

穿透深度

22

1 1 1
4 2
x xjx jx j − ≈ − − = − 

 
当x«1



9电导率对波传播的影响

r i

1

(1 ) j
2

k j j j

j k k

σ σω µε ω µε ωµσ
ωε ωε

ωµσ

   = − ≈ − = −   
   

= − = −

p
2d δ

ωµσ
= =

2、电导率很大的介质叫良导体， σ/ωε>>1，此时k近似为

r 2
k ωµσ
=

i 2rk k ωµσ
= =

传播常数

衰减速率

穿透深度

δ表示dp很小很小，习惯上称为趋肤深度。这就是说对于良
导体电磁场主要集中在表面趋肤深度δ厚度的薄层内，这种
效应称为趋肤效应。



10电导率对波传播的影响

此时欧姆定律

因为σ→∞，欲保证表面电流有限，E→0。导体内没有电磁场。

屏蔽

对于Au, Ag, Cu, Al等良导体，可被视为完纯导体，例如Cu的

电导率σ=5.8×107S/m。某些金属在极低温度下呈超导特性，称

为超导体，超导铅在4.2K对于直流其电导率σ大于2.7×1020S/m。

σ=J E

2 0δ
ωµσ

= →

3. 完纯导体，σ→∞，趋肤深度



11穿透深度：潜艇间的通信

2 1/4 1
i

1[1 ( ) ] sin[ arctan ( )] 0.126N/m 1.1dB/m
2

k σ σω µε
ωε ωε

−= + = =

1 1 r ik j j k jkσ σω µε ω µε
ωε ωε

 = − = − = − 
 

tan e
σδ
ωε

=

2 1/4 1
i

1[1 ( ) ] sin[ arctan ( )]
2

k σ σω µε
ωε ωε

−= +

δeσ
ωε

−

1

海水的相对介电常数差不多为81，平均电导率为4S/m。由于电磁波在
海水中传播衰减很快，这给潜艇间通信带来了困难。

随着频率增加，损耗不断增加，在很高的频率，对应σ/ωε<<1，

i 83.8N/m
2

k σ µ
ε

≈ =

为使损耗减小，工作频率必须降低，但是，即使f=1kHz，衰减还是较大

因此，在1kHz频率，电磁波在海水中传播100m，其衰减达到110dB。如应
用更低的频率，可传播的信号速率就很小。

对于一般材料

( )i (dB/m) 20log10 728dB/mikk e= =



12穿透深度：电磁波穿透冰层的深度
冰的电导率很小，σ≈10–6S/m， ε≈3.2ε0，损耗正切=10–6

/[2πf×3.2×8.85 ×10-12]=5.6×103/f，当频率在兆赫范围，损耗正
切是很小的。其穿透深度dp≈9.5km，这就是说在兆赫频率范
围，电磁波用于探测冰层厚度是很好的。美国阿波罗登月飞
行也利用兆赫范围频率电磁波，因在该频率范围月球表面电
导率也很低，电磁波有较大的穿透深度。

对于更高的频率，由于冰层中含有气泡，气泡中空气对高频
电磁波产生散射，上面简单的模型对于更高频率的电磁波不
再适用。



13穿透深度：微波炉
微波炉中的磁控管将50Hz的市电功率转换为微波功率（一般工
作频率为915MHz，2450MHz），再用微波对食物加热。
用微波加热食物的原理是多数食物对于微波为有耗介质，微波
穿透这些食物时，在食物内部的微波损耗就转变为热。特点是
升温速度快，而且可从食物内部热起来。
因为Polystyrene的介电常数接近自由空间介电常数，损耗很小，
对微波可看作透明。所以这种材料可做加热食物的容器。
牛排的损耗正切很大，所以牛排可用微波烹饪。牛排的介电常
数近似为ε=40(1–j0.3)ε0，在f=3GHz时，其复数波数k为

穿透深度dp=1/ki=1.7cm，所以在接近牛排表面0.85cm的范围内，
微波功率损耗63%，尚有37%功率可用于加热离表面0.85cm以
内的牛排。

402 j59k = −



14色散

1, pk v
k
ωω µε

µε
= = =

( ) ( ) ( ) ( )
1 = ,r i p

r

k j k jk v
k

σ ωω µε ω ω ω
ωε ω

 = − − = 
 

电磁波在介质中传播时，传播速度随频率变化的现象称为色散。

对于理想介质

k与ω成正比，相速vp与频率ω无关，所以理想介质是非色散介质。
如果k与ω不成线性关系，相速vp与ω有关，这种介质就称为色散介质。

对于有耗介质

kr是ω的复杂函数，vp与ω有关，所以有耗介质一定是色散的。反过来，色
散介质一定有损耗。

光的色散

2211 sinsin θθ nn =

1,2 r1,r2n ε=

ε与ω有关也导致色散，此时折射角与ω有关

( )
( )

1
pv ω

µε ω
=无耗材料



15色散关系

光纤色散引起传输信号的畸变

引起色散的原因是多方面的，介质色散只是其一。
色散引起波导传输信号的畸变。

( )

( )

1

p

k j

v
k

σω ω µε ω µε
ωε

ωω

 = = − 
 

=



定义k或者vp随ω变化的函数为色散关系/色散方程



16群速度
( ) ( )kztEtzE −= ωcos, 0

0 1 1 0 2 2( , ) cos( ) cos( )E z t E t k z E t k zω ω= − + −

称为单色波。信号加到电磁波上就不再
是单色波。

假设有两个同振幅、不同频率（但频率差别很小）信号沿z方向
传播，由于媒质色散，其传播常数不同：

利用 cos cos 2cos cos
2 2

α β α βα β + −
+ =

1 2 1 2 1 2 1 2
0

0 c

( , ) 2 cos( ) cos( )
2 2 2 2

2 cos( )cos( )
2 2c

k k k kE z t E t z t z

kE t k z t z

ω ω ω ω

ωω

+ + − −
= − −

∆ ∆
= − −

高频分量 低频分量
该信号可看成是一高频载波的振幅被低频分量调制

1 2 1 2

1 2 1 2

,
2 2

2 2

c

c
k k k kk k

ω ω ω ωω ∆ω

∆

+ − = =
 + − = =


，



17群速度
1 1 2 2cos( ) cos( )t k z t k zω ω− + − cos( )

2 2
kt zω∆ ∆

−

振幅包络的传播速度定义为群速度

gv
k
ω∆

=
∆

令 取极限0ω∆ ⇒ 1
( )g

dv dkdk
d

ω
ω
ω

= =
色散关系k(ω)函数由

媒质决定，所以群速
度也由媒质决定。

1
1

1( )pv
k
ω
ω

= 2
2

2( )pv
k
ω
ω

=相速度

红色和
蓝色分
别为2
个单色
波，黑
色为其
合成波
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对于更通用的情况 ，ωi相差很小，
信号包络以vg速度传播。 vg也是描述信号的能量传播速度。

群速度
如果信号中包含更多的频率分量，那么在一个不大的频率范
围内，整个信号包络可近似为以vg速度在传播。

( ), cos(2.1 1.5 ) cos(2 1.3 ) cos(1.9 1.1 )E z t t z t z t z= − + − + −

取载波
2.1 2 1.9 1.5 1.3 1.1( , ) cos( )

3 3cE z t t z+ + + +
= − 包络为

( ),
( , )c

E z t
E z t

( )cos i i
i

t k zω ω − ∑

( ),
( , )c

E z t
E z t



19色散曲线

等离子体色散曲线

tan–1vg=θg

tan–1 c

tan–1vp=θp

pv kω=

g d dv kω=

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
2 2

1
1g

p p

p p p pp

d d dv
dv dvdk d

d v v v v dv

ω ω ωω
ω ω ωω ω ωω

ω ω ω ω ωω

= = = =
 

− −  
 

色散曲线：在ω—k平面上画出k(ω)曲线。

 曲线上任一点与原点连线斜率tanθp
表示该点相速vp：

 曲线上任一点而切线斜率tanθg表示该
点群速vg

相速度与群速度的关系

( ) ( )

( )
( )

1

p
g

p

p

v
v

dv
v d

ω
ω

ωω
ω ω

=
 

−  
 



20色散曲线

p
g p

d
0

d
v

v v
ω
< <当 ， 时称为正常色散

p
g p

d
0

d
v

v v
ω

> >当 ， 时称为非正常色散

( ) ( )

( )
( )

1

p
g

p

p

v
v

dv
v d

ω
ω

ωω
ω ω

=
 

−  
 

 如果vp与频率无关，则群速等于相速，vg=vp，与频率
无关。

 当dvp/dω≠0时，vp≠vg。又分两种情况：



21各向异性介质中的本构关系

在电各向异性介质中，电场强度E与电通量密度D不再平行，
E与D一般的线性关系为

































=
















z

y

x

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

z

y

x

E
E
E

D
D
D

εεε
εεε
εεε

在磁各向异性介质中，磁场强度H与磁感应强度B不再平
行，其关系为

































=
















z

y

x

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

z

y

x

H
H
H

B
B
B

µµµ
µµµ
µµµ

在各向同性介质中 ,ε µ= =D E B H



22并矢

两矢量的直接相乘定义为并矢

0 0 0 0 0 0( )( )x y z x y zA A A B B B= = + + + +C AB x y z x y z

0 0 0 0 0 0x x x y x zA B A B A A= + + +x x x y x z

0 0 0 0 0 0y x y y y zA B A B A B+ + +y x y y y z

0 0 0 0 0 0z x z y z zA B A B A B+ +z x z y z z

称 为并矢。所以在三维空间，标量用一个元素表示，矢量
用三个元素表示，而并矢就要用九个元素表示。

C



23并矢
并矢的运算规则 - 矢量表示形式

2. 并矢的一次标积
其运算法则是夹在中间两个单位矢量按标积运算。

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅A B A A B B A A B B A B A B

0 0 0 0 0 0⋅ =x x x y x y

0 0 0 0 0⋅ =x x y y

3. 并矢的二次标积
其运算法则是夹在中间的两个单位矢量先按标

积运算，剩下的两边的两个单位矢量再进行一次标积
运算。

:A B

0 0 0 0 0 0: 1= ⋅ =x x x x x x

0 0 0 0 0 0: 0= ⋅ =x x x y x y

1. 并矢与矢量的点乘 ( ) ( )⋅ = ⋅ = ⋅C a AB a A B a

0 0 0 0⋅ =x x x x 0 0 0 0⋅ =x x y



24并矢
并矢的运算规则 - 矩阵表示形式

2. 并矢的一次标积，矩阵相乘

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

C C C
C C C
C C C

 
 =  
  

C

1. 并矢与矢量的点乘，矩阵与向量点乘

xx xy xz x

yx yy yz y

zx zy zz z

C C C a
C C C a
C C C a

   
   ⋅ =    
     

C a

xx xy xz xx xy xz

yx yy yz yx yy yz

zx zy zz zx zy zz

A A A B B B
A A A B B B
A A A B B B

   
   ⋅ =    
      

A B



25各向异性介质本构关系的并矢表示

0 0 0x y ZD D D= + +D x y z 0 0 0x y zE E E= + +E x y z

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

µ µ µ
µ µ µ
µ µ µ

 
 =  
  

x x x y x z
μ y x y y y z

z x z y z z

ε

μ

ε = ⋅D ε E

如定义并矢

而

那么引入并矢 后，D和E关系可简写为

同样引入并矢

B与H关系可记为 = ⋅B μ H

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε

 
 =  
  

x x x y x z
ε y x y x y z

z x z y z z



26第10讲复习
复习要点

– 引入复介电常数 后，传播常数 ，

波阻抗 均为复数。

– k的实部kr表示波的传播 ，虚部表示沿传播方向波

的衰减。良导体的趋肤深度

– 波传播速度与频率有关称为色散，色散关系可用k－ω表示。相速 ，

群速 。在k－ω平面上的k(ω)曲线，曲线任一点与原点连

线斜率就是vp，切线斜率就是vg。

– 各向异性介质中的本构关系。

复习范围
4.4，4.5

jσε ε
ω

= − r ijk k k= −

ε
µη ~=

p
r r

2π ,     v
k k

ωλ = =

( )g d dv kω ω=

( )pv kω ω=

2δ ωµσ=

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz
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